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Zadania domowe: Seria 8

Zadanie 8.1. (Operatory "podnoszacy" i "opuszczajacy" (5.10(84))
Niech J oznacza operator momentu pedu J = (Jy, Jo, J3).

A.) Wykazac, ze dla Jy = J; £ iJy zachodza relacje komutacyjne

[Ty, Ji] = £hJy, [32, Ji} —0.

B.) Na podstawie powyzszych relacji komutacyjnych pokazac, ze

Jeljm)=\/iG+1) —m(m+1) |jm+1),

gdzie | j m) to stany wlasne operatorow J? oraz Js.

Zadanie 8.2. (Operatory "podnoszacy" i "opuszczajacy" (5.11(85))
2

Stany | j m ) sa stanami wlasnymi operatorow J oraz j3. Dzialanie operatoréw ji na stany
| 7 m ) dane jest wzorem

Jeljm) = \iG+1) —mm=1) |j, m*1)
Na tej podstawie obliczyé¢ elementy macierzowe

(jm|Jy|j m), (jm|Jo| j'm').

Zadanie 8.3. (Calka do harmonik sferycznych (5.13(87))

Rozwazamy catke pojawiajaca sie przy normowaniu harmonik sferycznych
P
I,(p) = / dx (p2 - xQ)n dla n catkowitego
0

Udowodni¢, ze zachodzi relacja rekurencyjna

9 2n
2n +1

L(p) = p In-1(p)

Na tej podstawie wyprowadzi¢ wzor

I (p) — p2n+1 (2%)” — p2n+1 2" n! — p2n+1 (2n n|)2
" (2n+ 1) (2n+ 1) (2n +1)!

Czy analogiczna relacja zachodzi dla wyktadnika n =k + %, a wiec potéowkowego.
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Zadanie 8.4. (Operator przy obrotach 5.15(89))
Przy obrotach uktadu wspotrzednych o kat ¢ wokédt k-tej osi operatory transformuja sie wedtug
Wzoru

. i . T 4
A=exp(-LJ ) i <—J )
exp ( PRt €xp PRt
gdzie A oraz A’ operator przed i po obrocie.

A.) Pokazaé, ze dla operatorow skalarnych zachodzi
i - i .
exp <——Jkgp> Aexp (—Jkg0> =A
h h
t.j. operator skalarny jest niezmienniczy przy obrotach.

B.) Udowodni¢, ze dla operatorow wektorowych A= (fll, As, Ag) mamy

. . 3
A;l = exp <—%jkgp> A, exp <%jkg0> = An[é;m + (1 — 0gp) cos @] + Z Ehmm A S0 @

m=1

Wskazoéwka. Zalozyé, ze dla operatoréow skalarnych: [jk, fl} = 0.

Natomiast dla operatoréw wektorowych: [jk, fln} = thernmAm.-
Postuzy¢ sie tozsamoscia operatorowA

expleA)Besp(—eA) = B+ 5 [A, B]+ S [A [, B]] + ..

W rozwinieciach wygodnie jest rozwazaé oddzielnie parzyste i nieparzyste cztony.

Zadanie 8.5. (Stan | jm ) przy obrotach (5.16(90))
Wykazaé, ze jezeli | j,m) jest wektorem wlasnym operatorow J2 oraz Js odpowiadajacym war-
tosciom wlasnym j oraz m, to wektor

exp (—%jgw) exp (—%fﬁ) 15, m)
jest wektorem wtlasnym operatoréw J2 oraz Js = J-a gdzie 1l = (sinfcos ¢, sinfsinp, cosb)

nalezacym do tych samych wartosci wtasnych.
Wskazéwka. Wygodnie jest wykorzysta¢ wyniki poprzedniego zadania.
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