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Zadania domowe: Seria 8

Zadanie 8.1. (Operatory "podnoszący" i "opuszczający" (5.10(84))

Niech ~J oznacza operator momentu pędu ~J = (J1, J2, J3).

A.) Wykazać, że dla J± = J1 ± iJ2 zachodzą relacje komutacyjne

[J3, J±] = ±~J±,
[

~J2, J±
]

= 0.

B.) Na podstawie powyższych relacji komutacyjnych pokazać, że

Ĵ± | j m 〉 =
√

j(j + 1)−m(m± 1) | j m± 1 〉,

gdzie | j m 〉 to stany własne operatorów ~J2 oraz J3.

Zadanie 8.2. (Operatory "podnoszący" i "opuszczający" (5.11(85))

Stany | j m 〉 są stanami własnymi operatorów ~̂J
2

oraz Ĵ3. Działanie operatorów Ĵ± na stany

| j m 〉 dane jest wzorem

Ĵ±| j m 〉 =
√

j(j + 1)−m(m± 1) | j, m± 1 〉

Na tej podstawie obliczyć elementy macierzowe

〈 j m |Ĵ1| j′ m′ 〉, 〈 j m |Ĵ2| j′ m′ 〉.

Zadanie 8.3. (Całka do harmonik sferycznych (5.13(87))

Rozważamy całkę pojawiającą się przy normowaniu harmonik sferycznych

In(p) =

∫ p

0

dx
(

p2 − x2
)n

dla n całkowitego

Udowodnić, że zachodzi relacja rekurencyjna

In(p) = p2
2n

2n+ 1
In−1(p)

Na tej podstawie wyprowadzić wzór

In(p) = p2n+1
(2n)!!

(2n+ 1)!!
= p2n+1

2n n!

(2n+ 1)!!
= p2n+1

(2n n!)2

(2n+ 1)!

Czy analogiczna relacja zachodzi dla wykładnika n = k + 1
2
, a więc połówkowego.
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Zadanie 8.4. (Operator przy obrotach 5.15(89))

Przy obrotach układu współrzędnych o kąt ϕ wokół k-tej osi operatory transformują się według

wzoru

Â′ = exp
(

− i
~
Ĵkϕ

)

Â exp

(

i

~
Ĵkϕ

)

gdzie Â oraz Â′ operator przed i po obrocie.

A.) Pokazać, że dla operatorów skalarnych zachodzi

exp

(

− i
~
Ĵkϕ

)

Â exp

(

i

~
Ĵkϕ

)

= Â

t.j. operator skalarny jest niezmienniczy przy obrotach.

B.) Udowodnić, że dla operatorów wektorowych ~̂A = (Â1, Â2, Â3) mamy

Â′n = exp
(

− i
~
Ĵkϕ

)

Ân exp

(

i

~
Ĵkϕ

)

= Ân
[

δkn+ (1− δkn) cosϕ
]

+
3
∑

m=1

εknmÂm sinϕ

Wskazówka. Założyć, że dla operatorów skalarnych:
[

Ĵk, Â
]

= 0.

Natomiast dla operatorów wektorowych:
[

Ĵk, Ân
]

= i~εknmÂm.

Posłużyć się tożsamością operatorowA

exp(ξÂ)B̂ exp(−ξÂ) = B̂ + ξ

1!

[

Â, B̂
]

+
ξ2

2!

[

Â,
[

Â, B̂
]]

+ .....

W rozwinięciach wygodnie jest rozważać oddzielnie parzyste i nieparzyste człony.

Zadanie 8.5. (Stan | jm 〉 przy obrotach (5.16(90))

Wykazać, że jeżeli | j,m 〉 jest wektorem własnym operatorów ~̂J2 oraz Ĵ3 odpowiadającym war-

tościom własnym j oraz m, to wektor

exp

(

− i
~
Ĵ3ϕ

)

exp

(

− i
~
Ĵ2θ

)

|j,m〉

jest wektorem własnym operatorów ~̂J2 oraz Ĵ~n = ~̂J · ñ gdzie ~n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

należącym do tych samych wartości własnych.

Wskazówka. Wygodnie jest wykorzystać wyniki poprzedniego zadania.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
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