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Zadania domowe: Seria 6

Zadanie 6.1. (Superpozycja stanéw oscylatora (4.1 (68))
Oscylator harmoniczny jest opisany hamiltonianem

. H2 1
H = P + = mw?3?
2m 2

a jego (unormowane) funkcje wlasne oznaczamy przez 1, (x). W chwili poczatkowej funkcja
falowa oscylatora byta dana wzorem

P(z,t =0) =cosbo(x) + sinf () gdzie 6 € (0, m).

A.) Znalez¢ funkcje falowa oscylatora dla pézniejszych chwil czasu t > 0.
B.) Obliczy¢ wartoéci oczekiwane energii ( E), (E?), oraz dyspersje 02(E) = (E?) — (E )2

C.) Zbada¢ zalezno$é¢ od czasu wartosci oczekiwanej ().
Wskazéwka. Element macierzowy operatora potozenia & dany jest wzorem

<wk’j‘wn>: M% (Vn+1 5k,n+1+\/775k,n71)-

Zadanie 6.2. (Potencjal jednowymiarowyV (z) = Vo(e 2% — 2e7%%) (1.2(B.2))
Czastka o masie m porusza sie w jednowymiarowym polu o energii potencjalnej

V(x) = Vp(e 2% — 2e7%),

gdzie Vj oraz « to rzeczywiste state dodatnie.

A.) Przedyskutowaé przebieg funkcji V() i sporzadzi¢ jej wykres.

oxr

B.) Wybierajac nowa zmienng y = e~ “* skonstruowa¢ odpowiednie (stacjonarne) réwnanie

Schrodingera
d? d
R s [

gdzie wprowadzono oznaczenia

2mVy 2mE
=\ Tz o £ e

C.) Przedyskutowaé zachowanie asymptotyczne. Pokazac, ze dla y — oo funkcja falowa
zachowuje sic jak v(y) ~ e~%Y. Natomiast dla y — 0 mamy (y) ~ yi\/j,

D.) Ograniczy¢ analize do stanéw zwiazanych, dla ktorych energia czastki E < 0.
Wowcezas € = —A2, przy czym \ = /2m[E[/(h%2a?).

E.) Szuka¢ rozwiazania rownania Schrodingera w postaci ¢(y) = y* e f(y).
(Czemu odrzucamy rozwiazanie proporcjonalne do y~ ?).
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F.) Zbudowaé¢ rownanie dla funkcji f(y)

& f(y) df(y) 1
2 °J\Y) _ 2] 4J\Y) i _
v o+ (@ Dy =28] 28 28y(5- 5 - M) ) = o
Szukaé jego rozwiazania za pomoca rozwiniecia w szereg. Prowadzi to do warunku reku-
rencyjnego
n+A+i—p
any1 = 20 2 an

(n+1)2\+n+1)
Jak wyznaczymy stala ag.
G.) Przedyskutowaé¢ koniecznosé urywania sie szeregu. Z warunku na urywanie sie szeregu

1
n+)\—ﬁ+§:0, gdzie n € N,

otrzymaé¢ warunek istnienia stanéw zwiazanych. Przedyskutowaé liczbe stanéw zwiazanych
mogacych istnie¢ w badanej jamie potencjatu.
H.) Z warunku na urywanie si¢ szeregu otrzymac¢ warunek kwantowania energii

2
h2a? 2mVy 1
E,=— N =
2m h2a2 <n + 2)

I.) Wracajac do zmiennej x wypisa¢ i omowié¢ funkcje falowe.

Zadanie 6.3. (Potencjal jednowymiarowyV (z) = Vp(e 2% — 2¢72%) (1.2(B.2))
W poprzednim zadaniu zatozy¢, ze w studni potencjalnej jest bardzo wiele pozioméw zwigzanych,
to znaczy spelniony jest warunek

[2mV;
W > 1.

Przedyskutowa¢ (w przyblizeniu) energie kilku najnizej polozonych stanow, to jest stanow dla
ktorych liczba kwantowa n jest niewiele wicksza od jednosci. Zestawié¢ uzyskane wyniki z rezul-
tatami dotyczacymi oscylatora harmonicznego.

Zadanie 6.4. (Oscylator harmoniczny)

Zmnalezé energie wtasne i odpowiednie funkcje wlasne dla standardowego kwantowo—mechanicz-
nego oscylatora harmonicznego. Postuzy¢ sie metoda konfluentnego réwnania hipergeometrycz-
nego. Metoda ta jest przedstawiona w skrypcie, wiec nie powinna sprawia¢ trudnosci.

Zadanie 6.5. (Pewne wlasnosci wielomianéw Hermite’a)
Wielomiany Hermite’a definiujemy za pomoca wzoru Rodriguesa lub poprzez funkcje tworzaca

H,(x) = (=1)" 6952ﬁ e’ lub e 2T — i s H,(z)
" dx™ — nl e
Korzystajac z tych zaleznosci udowodnié nastepujace relacje rekurencyjne
d
A. Huii(x) =2xHy(x) — = H,(z).

B. H,(z) = 2nH,_1(z).

L
dz
C. Hpui(z) = 2zHy(x) — 2nH,—1(x).

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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