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Zadania domowe: Seria 4

Zadanie 4.1. (Prad prawdopodobieristwa i warto$¢ oczekiwana pedu)(2.5(49))
Kwantowo-mechaniczna gestosé pradu prawdopodobienistwa

- h
J[r) = — (¥*(F) Vy(F) — ¢(F) Vi (¥) ),
1) = 5 (V@) Vo) - o@® V() )
PO pomnozeniu przez m — mase czastki, mozna uwazaé za gesto$é pedu niesionego przez czastke
(gestosé pedu pola schrodingerowskiego). Wykazaé, ze warto$é oczekiwana pedu czastki opisy-
wanej funkcja falowa 1 (r) wynosi

(p) :m/dng

Zadanie 4.2. (Analiza funkcji falowej)(3.1(55))

W pewnej chwili czasu czastka swobodna jest opisana funkcja falowa

2
Y(x) = Aexp (—% + z'k:ox>

A.) Wyznaczy¢ wspolezynnik A.

B.) Wyznaczy¢ obszar, w ktorym zlokalizowana jest czastka.

C.) Znalez¢ gestosé pradu prawdopodobienstwa. (w danej chwili czasu).
D.) Obliczy¢ srednie potozenie i $redni ped czastki.

Zadanie 4.3. (Czastka w nieskoriczonej, symetrycznej studni potencjatu)(3.2(56))
Czes¢ pierwsza zadania dotyczy metod matematycznych, a druga mechaniki kwantowe;.

A.) Udowodni¢, ze nastepujace calki nieoznaczone wyrazaja sie wzorami

. , _ sinf(a—b)z]  sin[(a +b)z]
/dm sinarsinbr = 2(a—1b) 2ath)
_ sin[(a — b)a] sin[(a + b)x]
/d:c cosaxrcosbr = 2(a—0) 2ath) ,
. __cos[(a—=D)x]  cos[(a+b)z]
/dm sinax cosbr = 3(a—1b) 2@t

Zbada¢ przypadek gdy a — b. Wyniki poréwnaé z elementarnymi catkami z kwadratow
funkcji trygonometrycznych.

B.) Za pomoca powyzszych catek przedyskutowaé ortogonalnosé funkeji wlasnych energii dla
czastki poruszajacej sie w nieskoniczonej (jednowymiarowej) studni potencjatu

+o0, |z|>a
V(z) =

0, |z|<a.
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Zadanie 4.4. (Czastka w nieskoriczonej, symetrycznej studni potencjatu)(3.4(58))
W nieskoriczonej, symetrycznej jamie potencjalu znajduje sie czastka w stanie opisanym funkcja
falowa

P(x) = \/?:gsim2 (%)

Zmalezé¢ prawdopodobienistwo otrzymania, w wyniku pomiaru, energii o wartosci réwnej energii
stanu podstawowego w jamie. Wykorzysta¢ funkcje znalezione w trakcie é¢wiczenl.

Zadanie 4.5. (Czastka w skoniczonej, symetrycznej studni potencjatu)(QM.23.4.2)
Czastka o masie m znajduje sie w symetrycznej, skoriczonej studni potencjatu:

V(z) = 0 dla z < —aizx>a,
)] =V dla —a<z<a.

Obliczy¢ prawdopodobienistwo znalezienia czastki wewnatrz studni. Wykorzystaé¢ funkcje znale-
zione w trakcie é¢wiczen.

Zadanie 4.6. (Czastka w nieskoriczonej, symetrycznej studni potencjatu)(3.5(59))
W nieskoniczenie glebokiej, symetrycznej studni potencjalu znajduje sie czastka w stanie opisa-
nym modelowa funkcja falowa

i(a+x) dla —a<z<0,
2a a
(z) = 3<a—x) dla 0 <z < a,
2a a
0 inne x.

A.) Sporzadzi¢ wykres tej funkcji falowej. Czy jest to "dobra" funkcja falowa (tzn. spelnia
wszelkie warunki jakie powinna, na to aby by¢ funkcja falowa) ?
Czy to tylko model "dobrej" funkcji falowej 7

B.) Znalez¢ prawdopodobieristwo otrzymania, w wyniku pomiaru, wartosci energii

n?m2h?

E, = .
" 8ma?

Uwaga. Wziaé¢ znane juz z poprzednich zadar funkcje falowe.

Zadanie 4.7. (Czastka w niesymetrycznej nieskoniczonej jamie)(3.6(60))
Czastka o masie m znajduje sie w polu sil (jednowymiarowym) o potencjale

V(m):{o dla 0 <z <a,

oo pozostale x.
W pewnej chwili czasu funkcja falowa czastki dana jest wzorem

B Az(x —a) dla 0<z <a,
¥(e) = { 0 pozostale .

A.) Unormowa¢ funkcje 1(x).
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B.) Rozwiaza¢ stacjonarne rownanie Schrodingera, tj. znalezé wartosci wlasne hamiltonianu
(dozwolone poziomy energetyczne) oraz odpowiednie funkcje falowe (funkcje wlasne ener-
gii).

C.) Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo P,tego, ze w wyniku pomiaru energii czastki (ktorej stan
opisuje funkcja ¥ (z)) otrzymamy FE, — jedna z dozwolonych energii (wartosci wlasnych
energii).

D.) Oszacowaé¢ prawdopodobieristwo Pj. Skorzystaé¢ z informacji we wskazowkach, a nie z kal-
kulatora. Nastepnie poréwnaé uzyskany wynik z obliczeniami na kalkulatorze.

E.) Dla podanego stanu 9 (x) znalezé¢ wartos¢ oczekiwana energii ( F).

‘Wskazowka.

1. Logarytmy naturalne do oszacowan

In2 = 0.693147, In3 = 1.098612, In5 = 1.609438, In7 = 1.144730,

2. Rozwiniecie w szereg logarytmu naturalnego

2 23 = "
ln(l—x):—x—?—g—...:—zg dla —-1<zx<l.
n=1
3. Mathematica w obliczeniach symbolicznych podaje
1 70 1 m
00— = ——, 00— = —.
kZ::l (2k—1)6 960 kz::l (2k—1)* 96

Zadanie 4.8. (Czastka w niesymetrycznej nieskoniczonej jamie)(3.7(61))
Czastka o masie m znajduje sie w (jednowymiarowym) polu sit o potencjale (energii potencjalnej)

V(z) = 0 dla O0<z<a
] o dla x<0 i xz>a
W chwili poczatkowej t = 0 funkcja falowa czastki dana jest wzorem
4
Yzt =0)=3 Voa

0 dla <0 i x2>a

sin® <H) dla 0<zx<a
a

A.) Znale7¢ poziomy energetyczne czastki w jamie potencjatu (energie i funkcje falowe).

B.) Znalez¢ funkcje falowa 1(x,t) dla czasu ¢ > 0. Wynik uzasadni¢. W szczegolnosci obliczyé
okres zmian ¢ (x,t) w czasie.

C.) Zmnalez¢ (w funkeji czasu) prawdopodobienistwo wystapienia stanéw o okreslonej energii.
D.) Obliczy¢ $rednia energie czastki.
Wskazoéwki.

4sin® o = 3sin a — sin 3a
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