3.10.2004 Dod. mat. C. Harmoniki sferyczne 10

Dodatek C

Harmoniki sferyczne

C.1 Wprowadzenie

Harmoniki sferyczne sa funkcjami specjalnymi pojawiajacymi sie¢ w wielu zagadnieniach fizyki.
W podrecznikach fizyki matematycznej sa one zazwyczaj wyprowadzane i omawiane w kontek-
$cie czastkowych rownan rozniczkowych (np. w elektrodynamice, przy rozwigzywaniu rownania
Poissona dla skonczonego rozkladu tadunkow).

Przedstawiona w tym rozdziale dyskusja ktadzie zasadniczy nacisk na fakt, ze harmoniki
sferyczne sa (w reprezentacji potozeniowej) funkcjami wlasnymi operatora orbitalnego momentu
pedu. W zwigzku z tym, postugujemy sie tu do$¢ specyficznymi metodami rachunkowymi. W
rozdziale 13) pokazaliSmy, ze harmoniki sferyczne sg postaci

Yin(0,0) = (8p|lm) = €™ Fp(0). (C.1)
Co wiecej, znalezliSmy jawne wyrazenie dla przypadku maksymalnego m = m,q, = [ otrzymujac

(=" | (21 +1)!

il (3 l
S0 pm e’ (sinf)", (C.2)

Y'”(H,gp) =

i wskazalismy, ze harmoniki z mniejszymi wartoéciami liczby m uzyskaé¢ mozemy stosujac wie-
lokrotnie operator obnizajacy L_. Oczywiscie z (C.2) natychmiast wynikaja proste przypadki
szczegdlne

/1

3/00(9390) = E) (033)
1 4 4

Y11(0,¢) = —5 1/% e'sinf = — ”8% e'¥sinf, (C.3b)

1 /120 o 15 ;
Ya2(0,¢) = 3 E62wsin29, = \/32—7T e*? sin? 6. (C.3¢)

Obliczenia y;; danego w (C.2) musimy tutaj uzupetnié¢. Chodzi o obliczenie catki normalizacyjnej
(13.60) i o dyskusje wyboru fazy. Ten drugi aspekt odlozymy na p6zniej (najpierw wyprowadzimy
ogolna posta¢ harmonik dla dowolnego m).

C.1.1 Catlka normalizacyjna [,(n)

Konstruujac harmoniki sferyczne, do normalizacji funkcji Y7;(0, ¢) potrzebowalismy catki I1(1)
zdefiniowanej jako

L) = /Old:c (1-27)". (C.4)
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Obliczymy catke nieco ogélniejsza, a mianowicie wykazemy, ze zachodzi relacja

» n n 2n)!l ne1 [2701]
I(n) = /0 dx (p2—x2) = pH! 7(22 +)1)” = pt! 4([2n+1])! , (C.5)

gdzie liczba p < 1, zag§ n — naturalna. Bedziemy szukaé relacji rekurencyjnej spetnianej przez te
calki ze wzgledu na indeks n. W oczywisty spos6b mamy

I)(n) /Op dx (p2 — x2> (p2 — x2>n71
= p’I(n—1)— /Op dz x* (p2 — xQ)nil . (C.6)

Calke wystepujaca w powyzszej relacji obliczamy przez czesci. Bierzemy g(z) = x oraz f'(z) =
z(p? — 22" ! [zatem f(x) = —(p? — 2?)"/2n]. Otrzymujemy wiec

P n—1 T n |P P 1 n
2 (2 2 _ _ T (2 2 222
/0 dr x (p T ) 57 (p T ) . + ; dx 5 (p T ) ) (C.7)
Poniewaz czton brzegowy znika, wiec uzyskana catke mozemy podstawi¢ do wzoru (C.6)
1
Ip(n) = pQIp(n -1) - mn Ip(n), (C.8)

a wiec otrzymujemy poszukiwana relacje rekurencyjna

2n
Ip(n) = T p* Ip(n —1). (C.9)
Prosta indukcja prowadzi do wniosku, ze
(2n ) 9
I = ———— p*" [,(0). C.10
o) = e P ol0) (C.10)

Calka I,,(0) jest trywialnie prosta do obliczenia

P
1,(0) :/ d = p. (C.11)
0
Laczac dwa ostatnie rezultaty, otrzymujemy
P n (2n)!!
— 2 .2 o \&Y)ee o 2n41
I,(n) = /0 dx (p T ) TSI D ) (C.12)
Proste przeksztalcenia wspoétczynnika kombinatorycznego pozwalaja napisaé
2
I(n) = [2n)!]? p2tl = [2"n!] 2n+1 (C.13)
b (2n 4+ 1)! (2n+1)!

A zatem teza (C.5) podana na wstepie jest udowodniona.
Na zakonczenie zauwazmy, ze latwo zastosowaé uzyskany wynik (C.12) do przypadku, w
ktorym wyktadnik n przechodzi w liczbe potowkowa n — (2k — 1)/2. Otrzymujemy wtedy

2k —1 P 2k—1)/2
Ip<k2 ) _ /de (pQ_xQ)( )/

Oczywiscie catke normalizacyjng harmoniki sferycznej Y;; otrzymujemy z powyzszych formut

ktadac po prostu p = 1.
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C.2 Wyprowadzenie postaci Y;,,,(0,p) dla m <

C.2.1 Zastosowanie operatora obnizajacego

Majac Y;;(0p) mozemy, stosujac operator obnizajacy L_, obnizaé¢ liczbe m. Operator L_ dzia-
lajac na stan |Ilm) daje

= JU—m+1)(+m) [lm—1), (C.15)

Wobec tego k-krotne zastosowanie operatora (L_/h) do stanu |[) produkuje

(%)kuw ~ LIk, (C.16)

Ktadac | — kK = m otrzymamy

L l-m
(5) 1~ 1), 17)
gdzie trzeba wyznaczy¢ stata proporcjonalnosci.

Lemat C.1 k = (I — m)-krotne dziatanie operatora (L_/h) na stan |11) daje

I=m —m)!
<L?) 1) = 4(2l<);ﬁm>! L jim), (C.18)

gdzie m < I, leczm > —I.

Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem m malejacego od mypnee = I do mpmin = —I. Relacja
(C.18) dla m = dale po prostu

1) = (z(il)z!)! 1), (C.19)

czyli tozsamosé. Zaktadamy, ze (C.18) jest spelnione dla pewnego m. Badamy jej stusznosé dla
m o jeden mniejszego, tj. dla m — 1. A wiec

() - () ()
7 zaltozenia indukcyjnego
() = T (5

Na mocy (C.15) mamy dalej

L_\!=(m D! (l—m
<7) Y S (Feni \/l—m+1 Yi+m) |Lm—1)
) (l-m+1
\/ (l+m—1). D lm—1), (C.22)

co stanowi teze dla m — 1. Na mocy zasady indukcji lemat jest udowodniony. ®
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Z wykazanego wzoru (C.18) wynika wiec, ze

m)! B l—m
I+ m)! L_\l=m
- Vo (5) e
(l—i—m)‘ —ip 0 ) o I—m
— Vepra-my {e (_% + mge@)] Yu(0,¢), (C.23)

gdzie wykorzystaliémy postaé (13.34c) operatora obnizajacego w reprezentacji potozeniowej. Pod-
stawiamy teraz Y;;(6, ¢) wedlug (C.2) otrzymujac

1) TR l-m
Yim(0, ) = (211“) \/(Qll;r Y 8 i— mi: [e_w (—% + 1 ctg 9%)} % (sin@)' . (C.24)

Musimy teraz zbada¢ dzialanie (I — m)-tej potegi operatora rozniczkowego L_/h na funkcje
stojace po jego prawej stronie.
C.2.2 Operator (L_/h)* w reprezentacji polozeniowej

Najpierw wyrazenie, w ktorym operator L_/h dziata jednokrotnie. Zatem

(%) % (sinf)! = e (— % + i ctgd %) % (sin §)’

; d cosf
_ i(I-Dp [ : I : l
e ( pT] (sin®) l — 7 (sin @) ) (C.25)

Wprowadzimy teraz pozyteczne oznaczenie, ktére bedziemy stosowaé¢ w dalszych rozwazaniach,
wtedy gdy bedzie to wygodne. Zamienimy zmienna, piszac

4 de d Cd
f—COSG, — @ = @ % = — sinf d—é_ (026)

Po takiej zamianie z (C.25) dostajemy

Lo\ gt i(11)¢< Lo d g cosf l)
< - ) ¥ (sinf) = e sin ¢ Tz (sin @) l 0 (sin @)
elt=le d . VAP
= )T [(sm@)l & (sin)! — 1 cosf(sinf) 2 (sm@)l] . (C.27)
Zauwazmy teraz, ze
i(sme)l = i(1—52)l/2 = 5(1—52)1/2—1(—25) = —1 cosf (sinf)' 2 (C.28)
d¢ d¢ 2
Wykorzystujac (C.28) w (C.27) dostajemy
LN e gy — ﬂ : li o) <i l> . l}
<h) ¥ (sinf) = e (sin@) Tz (sinf)" + df(sme) (sin @)
i(I-1)p
_ 4 (sin)?, (C.29)

(sin @)1 d¢
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co wynika z elementarnych zasad rézniczkowania. Uogolniamy rezultat (C.29) piszac

L k i ) ! ei(l—k)cp dk ) ol
(?) e ® (Sll’l 9) = W @ (sm 9)
ei(l—k)cp dk;

sin 6)%. (C.30)

(sin@)i=k d(cos 0)k (

Formuta ta zostata juz sprawdzona dla k = 1. Udowodnimy ja przez indukcja. Zaktadamy stusz-
nos¢ (C.30) dla pewnego k i badamy teze dla k + 1.

<L7_)kﬂ ¥ (sind) = <L7) (L?>k e (sin )’

, 9 9\ ell-ke gk
— 2 : I R S 21 1
e ( 20 +ictgb &p) EERT (sin®)~, (C.31)

gdzie skorzystaliSmy z zatozenia indukcyjnego. Dalej otrzymujemy
L il il : l —1 i(l—k d 1 dk : 2l
<7) e W(SIHQ) = € ® —6( )@ @ W @ (Slﬂe)
(l _ k) 6i(l—k)<p dk

. 4 . 2
+ i ctgd En0F  dek (sin @) }

— ill=k=De {sin0 4 [(1 — %)~ =h/2 & (sin 9)”]
d¢ dgk

cos 0 &

| d d*
= ill=k=Dy {sin@ — (1- 52)_(l_k)/2 —— (sin6)*

dg dgk
: 2 —k)/2 korl : 21
+ sinf (1 — g2~/ W(smﬂ)
cos 6 ac 2

Obliczamy pochodna w pierwszym sktadniku

% (1 _ 52)*(1716)/2 - _ % (1 _ 52)7(l7k)/2—1(_2€) _ f(l . k‘) (1 B 62),(l,k+2)/2
(I — k) cosf

e (C.33)

= (I—k)cosf (sin@)~(=F+2) —

Wstawiajac ta pochodna do (C.32) widzimy, ze pierwszy i trzeci sktadnik wzajemnie sie znosza.
Mamy wiec

LN ifl—(k+1 sin 0 d
(7) e (sing) = STl (5in0) 0 ggre1 on0)
, k1
eill= (kD] ! d (sin )2, (C.34)

(Sin 9)l—(lc+1)) dgk;—f—l

Wyrazenie to pokrywa sie z teza (C.30) wzieta dla k + 1. Na mocy zasady indukcji, rownosé
(C.30) jest udowodniona.
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C.2.3 Harmoniki Y;,,(6, )
Wypiszmy udowodniong relacje (C.30) dla k =1—m

I I—m ; ) eimap dlfm )
<7) Clcp (sm@)l = (SH]TW W(Slne)”, (035)

i zastosujmy w wyrazeniu (C.24) dla harmonik sferycznych

(—1)! \/25+1 (+m) eme d=m

Yim(0,) = (sin )™, (C-36)

201! 47 (I—m)! (sin@)™ d(cos @)=
co stanowi koncowy wynik, okreslajacy posta¢ harmonik sferycznych dla dowolnego I > 0 oraz
dla liczby m w odpowiednim zakresie, tj. (=l < m < ). Bez trudu sprawdzamy, ze wzor ten, dla
[ = m, od razu sprowadza si¢ do wczesniej obliczonej harmoniki Y;; danej w (C.2).

C.3 Jawne obliczenia pewnych harmonik sferycznych

A. Harmoniki Y; _;(6, )

Wyliczmy z (C.36) harmonikQ zm = —I, a wiec

2l+1 e ile 2!
Yi (0, 0) = 1/ 1- .
-1(6, 2lz' 25 (sin 6)~ dg?l (1-¢7) (C37)

gdzie (jak zwykle w tym rozdziale) & = cos 6. Wyrazenle (1- {2) jest wielomianem zmiennej &,

w ktorym w najwyzszej potedze mamy (—52) = (=1)!€¢%, co wynika z rozwiniecia dwumianu
Newtona. Wktad do pochodnej rzedu sl da jedynie owa najwyzsza potega &. Dlatego tez

d2l d2l
m (1-6) = Jm (e = (' (©33)

Wykorzystujac pochodn@ w (C.37) otrzymujemy

(20 +1) -
Vo) = G B e (-1 iy
1 (20 +1)!
= 2—\/ l+ e~ (sin 0)! (C.39)

B. Inna postaé Y;(6, @)

Wezmy pod uwage Y;;(0, ¢). Zgodnie z (C.2) mamy

(20 +1)!
Yu(d,¢) = 21 l' A e 81n0

= (7 V(2L +1)-20 €% sinf

(—1)111)' \/ 200 —-1)+1]! (ill=1)¢ (sin 9)1—1 _ (C.40)

20-1(1 — 4

W ostatniej linii od razu rozpoznajemy harmonike Y;_1;_1(0,¢) i tym samym piszemy

Y5 (0 U2l2+ll e sinf Y, 1,-1(0,9). (C.41)

Podobne formuly rekurencyjne, pozwalajace wyrazi¢ harmoniki o wiekszych indeksach prze te o

indeksach nizszych bywaja pozyteczne w praktycznych obliczeniach.
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C. Harmoniki Y;;_1(0, ¢)

Po raz kolejny bierzemy ogolna formute (C.36), w ktorej ktadziemy m = [ — 1 i dostajemy

(-1 [20+1 elt=1¢ ¢ N
Y -1(0 = 20— 1) ——— — (1 — . 42
l,l 1( 7%0) 2[ l' 47_[_ ( ) (Sin 9)171 dé— ( 5 ) (C )
Obliczenie pochodnej jest proste
d
i (1—€) = 2061 —-€3)"1 = —2l cosf (sing)?(—V (C.43)
i po podstawieniu do (C.42) otrzymujemy
(=p-! 20+1 i1 o Ni—1
Yia(0,9) = o5 o\ (21 —1)! D% cos @ (sin )L, (C.44)
Ze wzoru tego wynikaja szczeg6lne przypadki dla ! =11 [ = 2, a mianowicie
Yi0(0,9) = \/i cos 6 (C.45)
10U, ¥ - A 3 .
-1 5 , 15
Y21(0,0) = ) \/-— -6 €% cosfsind = — (/— €' cosb siné. (C.46)
2 47 8T
Wzor (C.44) bywa tez przydatny w nieco innej postaci. Przeksztalcajac go, dostajemy
—1)1 20— 1) .
Yii-1(0,¢) = V20+1 cosf 21(1 (l)— ol ( l47T ) =% cos 6 (sin ) !
= V2l4+1cos0Y_1;-1(0,¢), (C.A47)
gdzie rozpoznaliSmy harmonike Y;_1 ;1. Wzér ten zapiszemy w postaci
1
cosf Y;_1,;.1(0, = —— Y100, ). C.48
1-1,1-1(0, ) ST 16, ) (C.48)
Jest to kolejny, pozyteczny zwiazek taczacy harmoniki o réznych wartosciach indeksow.
D. Harmoniki Y;;_2(6, ¢)
Ponownie bierzemy formute (C.36), tym razem kladziemy m =1 — 2 i dostajemy
(=) 2141 (21 =2)! €l=2e g2 o
Y i_ = — (1 — . 4
Li-2(0,0) 21! Arr 2! (sin )2 de2 (1=&) (C.49)
Zn6é6w musimy obliczyé pochodna
d? d
Doy = L g1e(1 — eyt
= 21— + £0-1)(1 - &) 2(-2)]
= —2A0-¢)?[1-¢ - 282 (1-1)]
= —2A0-¢)?[1-(2-1)¢]
= =20 [1—(2—1) cos 0| (sin ). (C.50)
S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 16
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Podstawiajac obliczona pochodng do (C.49) dostajemy

—1)i-1 21+ 1 :
Yii_o(0, ) = 2151(; ol \/ l8+ (21— 2)! 729(sin0)! 2 [1— (21— 1) cos 0| (C.51)
— ! T

Stad, w szczegdlnosci wynika

-1 ) -2
Ya0(0,9) = %“587 (1—3C082¢9) = — % (1—3c:os2«9). (C.52)

W tym przypadku warto takze zaja¢ sie formula (C.51). Przepisujemy ja w postaci

Yia(0,0) = 2((5_—1)1) 25;1(%_2) [1- (21— 1) cos?0|
_1)l-2 — '
= Zjﬁi) [(2=1) cos?0 = 1] Vi a1 a(0,9), (C.53)

bowiem w pierwszej réwnosci rozpoznaliSmy harmonike Y;_o;_o. Relacja powyzsza stanowi ko-
lejny, przydatny zwiazek pomiedzy harmonikami sferycznymi o réznych indeksach.

C.4 Inny sposéb konstrukcji

Harmoniki sferyczne (C.36) wyprowadziliémy wychodzac z warunku L |ll) = 0, gdzie m = [
jdest maksymalne. Rownie dobrze moglibysmy rozpocza¢ od stanu |1, —I) z minimalna dopusz-
czalng wartoscia m. Odpowiedni warunek mialby posta¢ L_|l,—1) = 0, ktéry w reprezentacji
potozeniowej sprowadza si¢ do rownania

e (— 9 +ictgd %) Y, 1(0,¢) = 0. (C.54)

Poniewaz wedtug (C.1) Y, (0, ¢) = e~ F, _,(0), wigc réwnanie (C.54) redukuje si¢ do

dF,_(0)

o —1lctgb F;_(0) = 0, (C.55)

a wiec identycznego z (13.52). Posta¢ rozwiazania takze bedzie identyczna, czyli zamiast (13.56)
mamy teraz F; _;(0) = Cj(sin 9)l . Normowanie przebiega réowniez identycznie, co prowadzi do
rezultatu

el (204 1)!

—il . l
Sl i #(sin@)". (C.56)

YQ,—l(G,@) =
Normowanie nie pozwala ustali¢ fazy. W poprzednim wypadku faze ustaliémy dokonujgc pewnego
wyboru. Tutaj mozemy postapié¢ analogicznie, zadajac e!® = 1, po to aby zachowaé zgodnosé ze
wzorem (C.39). Majac wiec

1 @+ 1)

- —ilp(: l
S]] ¢ (sin®)’, (C.57)

YQ,—Z(G, QD) =

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 17



3.10.2004 Dod. mat. C. Harmoniki sferyczne 18

mozemy konstruowaé¢ harmoniki sferyczne o coraz wickszym m. Oczywiscie w tym przypadku
musimy postuzy¢ sie operatorem podnoszacym

<%)|lm> = \/l(l+1)—m(m+1) [l,m+1)

_ \/(l+m+1)(l—m) [,m+1). (C.58)

Operator ten spetnia relacje

I+m m)!
<%+) 1,—1) = % 1im), (C.59)

ktorej dowod (tak jak w lemacie (C.18)) przeprowadzimy przez indukcje, rozpoczynajac od m =
—1, a potem idac w kierunku rosnacych m. Nastepnie otrzymujemy formute analogiczna do (C.23)

_ _ (I —m)! Lo\ tm
Yim(0,0) = (Opllm) = m <%) Y16, ¢)
V@ a+my {68& <% o Ctge@)] Y0, ), (C.60)

co po wykorzystaniu w (C.57) prowadzi do wyrazenia

L s =m0 . D
Ylm(@’“‘))_zle In (+m) [e (ae““gea@)

I+m ]
e~ (sing)!, (C.61)

w pelni analogicznego do (C.24). Dzialanie poteg operatora L /h na funkcje stojaca z prawej
mozemy oblicza¢ tak samo jak w obliczeniach prowadzacych do wzoru (C.30). Mozemy jednak
postapi¢ inaczej, zauwazajac ze (w reprezentacji polozeniowej)

(%)k el (sin&)l — [(L—h_)k ile (sin&)lr. (C.62)

Korzystajac teraz z (C.30) otrzymujemy (oczywiscie & = cos )
i(1— T
LiN® iy o o URe db
<7) e ® (Slﬂe) = W d—é_k (Slﬂe)
—i(l—k)p dk
e
_(_1)E 2 _
(-1) S 0)F deF (sin®)~, (C.63)

bowiem operator rézniczkowania zmienia znak przy sprzezeniu hermitowskim tyle razy ile wynosi
jego rzad. Zapisujac (C.63) dla k =1 + m mamy

imep lerm

L_+l+m—ilg0-l__l+me N2l
e (sinf)" = (—1) sin0)~, (C.64)

h (sin@)—m dgitm (

co z kolei jest analogiem (C.35). Stosujac teraz (C.64) w (C.61) otrzymujemy nastepujace wyra-
zenie dla harmonik sferycznych

DT 2041 (-m) AT ,
Y}m(e,go):( 2l)“ \/ = El—km;! e"?(sin 0) W(sm@)zl. (C.65)

co jest wyrazeniem nieco innym niz (C.36), lecz w peli réownowaznym.

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 18
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C.5 Harmoniki i ich sprzezenia zespolone

Mamy dwie réwnowazne definicje

Yin(f.0) = (—1)! \/25+1 (I+m) eme di-m (sin 9 (C.66)

207! 47 (I—m)! (sin@)™ d(cos@)l-—m
lub
(=™ 2041 (1—-m)! , d+m o
Yim (60 = e 0" —— 0 :
m(6:0) 20! dr (I +m)! e (sind) d(cos )i+m (sin6) (C.67)
Obliczajac sprzezenie zespolone okreslenia (C.66) mamy
. (=D J2l+1 (I +m)! e7ime gl-mo
Y (60 = 0)=. :
m®2) = S\ T G=m) Gmeym agm oY) (C.68)

Wezmy teraz drugi wzor, tj. (C.67), w ktorym polozymy —m zamiast m. Otrzymamy w ten

sposob
_ (_1)l—m 21 +1 (l + m)‘ —ime (: —m dl—m . 21
Y _m(0,0) = S0 I U—m) e (sin ) R (sinf) (C.69)
Zestawiajac dwa powyzsze wzory widzimy, ze
Yin(0,90) = (=1)" Y1 _m(0, ), (C.70)

wystarczy wiec oblicza¢ harmoniki sferyczne tylko dla m nieujemnych. Harmoniki o ujemnym
indeksie m otrzymujemy przez sprzezenie zespolone i dopasowanie znaku.

C.6 Relacja rekurencyjna dla harmonik sferycznych

Udowodnimy teraz nastepujaca relacje rekurencyjng dla harmonik sferycznych

l+m+1)(l—m+1)

(21 +1)(21 + 3)
({+m)(l—m)
(20 -1)(20+1)

Yim(eﬂﬂ) cost) = }/lJrl,m(HvSO) \/(

+ Yieim(0,9) \/ (C.71)

Dowod tego wzoru jest dosy¢ zmudny, mimo to warto go uwaznie przesledzi¢. Najpierw jednak
wykazemy kilka stwierdzeii pomocniczych

Lemat C.2 Dla operatora obnizajgcego (w reprezentacji potozeniowej) zachodzi nastepujgca re-
lacja komutacyjna

L_ .
[?, cos@] = e Y sinb. (C.72)
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Dowéd. Niech f = f(0,¢) oznacza dowolna funkcje falowa (zalezna od zmiennych katowych).
Obliczamy dzialanie komutatora na funkcje f

{%, cose]f(e,cp) = (%) cosf f — cosG(%)f
= ¢ (—% + ictgd %) cosf f

— cosfe (—2 + ictg9£>f
14

06 0
= e W (sinef — cosf % + i ctgfcost %)
+ e <cos€ % — i ctgfcosb %) . (C.73)
Po skroceniu mamy
L_ —ip
[?, cos@] f(0,p) = e sind f(0,¢). (C.74)

Z dowolnosci funkeji f wynika teza (C.72). m

Lemat C.3 Dla operatora obnizajgcego (w reprezentacji potozeniowej) zachodzi takze

{% e sine] = 0. (C.75)

Dowéod. Jak poprzednio, dla dowolnej funkcji falowej g = ¢(, ) mamy

L_ ~ . 0 o A
il — i (_ < ; I P P
{ o € sm9]g(9,gp) e ( 20 + zctgﬁ&p)e sinf g

_ 2% gin g (— % + i ctgd %) g
. 9 9 .
_ —ip | _ —ip : . —ip
= e [ e 55 (sinf g) + i cosf P (e g)}

+ e (sin@ @ — ¢ cosf @)

00 Op
= e 2y [— cosf g —sinf % + 4 cosf <—ig+ 2_990)]
+ e ¥ (sin@ % — i cosf g—i)
= 0, (C.76)

bowiem wszystkie cztony sie znosza parami. B

Lemat C.4 Dia k € N zachodzi (w reprezentacji potozeniowej) relacja komutacyjna

[(%)k, COSG‘| =k (%)kl e~ sin. (C.77)
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Dowod. Przez indukcje. Teza dla k = 1 jest udowodniona w (C.72). Przyjmujemy (C.77) za
prawdziwe dla pewnego k i badamy dla k£ + 1
+ [(5) o] ()
) cos -

L_\Ft1 L_ L_\*
l(—h ) , C089‘| = (_h ) [(—h ) , cosd
L_ L_\k1 . , L_\*
== el —ip —ip e
(h)k(h) e sinf + e sm9(h)

= (k+1) (%)ke_i‘p sin 6. (C.78)

Pierwsza rownos¢ wynika z wlasnosci komutatoréw, druga z (C.72) i z zalozenia indukcyjnego,
a trzecia z faktu, ze funkcja e =% sin @ i operator L_ komutuja. Odtworzyla sie teza dla k+ 1 co,
na mocy zasady indukcji, koniczy dowod. m

Udowodnione wzory zastosujemy do analizy wyrazenia cos 0 Yy,, (0, ¢). Dla skrocenia notacji
bedziemy pomija¢ argumenty harmonik sferycznych. Na mocy relacji (C.23) piszemy

_ (I +m)! (L_)lm
cos0 Yy, = 4(20! = m) cos 0 - Y. (C.79)
Stosujac komutator (C.77) dla k = I — m, otrzymujemy
B (I4+m)! <L)l—m
cosOYy,, = (= m)l . cosf Yy
L l-m—1 ]
— (I—m) (7_) e "% sinf YU] . (C.80)

Nastepne kroki polegaja na przeksztalceniu funkcji na ktore dziataja potegi operatora obnizaja-
cego L_. Najpierw skorzystamy z (C.48), w ktorym zamieniamy | — [ 4+ 1, a zatem

1
cosf Y = —— Y11 C.81
= e Vi (©81)
Natomiast z (C.41) wynika, ze
. 20+ 1
e sing Y, = — 2—+z sin0 Yi_y 1
20+1 20+1
= —\/— Y_1;1 + =~ cos?h YV[_Ll_l. (082)
21 ’ 21
I dalej, z (C.53) po zamianie | — [ + 1 otrzymujemy
20+3
Vi = =5 [(zz +1) cos?f — 1} Vi1 (C.83)
skad, po elementarnych przeksztatceniach dostajemy
1 4]
Viergo1 + Yicio1 | = cos?0 Yi_q-1. C.84
2l+1( 313 I+1,1-1 + ll,ll) cos 1—1,—1 ( )
Wobec tego z (C.82) po podstawieniu (C.84) dostajemy
. 204+ 1
e sinfY,; = - 2——; Yic1-1

20+ 1 1 4]
_— —Y - Y? B .
+\/72l+1( 213 I+1,0-1 + 11,11) (C.85)
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W wyrazeniu tym wystepuja tylko dwie harmoniki sferyczne. Uporzadkowanie wspotczynnikow
prowadzi do

A 2 21
¥ sinf Y, = Yivii1 — A\ =—— Y111 C.86
e Sin 1l \/(2l+1)(2l+3) +1,0—-1 2l+1 —1,0—-1 ( )
I teraz podstawiamy wzory (C.81) i (C.86) do formuty (C.80) dostajac
(I4+m)! 1 (L)lm
Y, — = Y,
cosfY] @) (I =m)! 3 \h 1+1,0

2 I [l—m—1
- (=m) \/(2z+1)<2z+3) (7) Vi1

9l I l-m—1
[ — — | — Y111 |- :
+ (l—m) N1 <h> 11,51] (C.87)
Na podstawie (C.76) (w reprezentacji polozeniowej) po zamianie [ — [ — 1, mamy
L_\lmm-t (20 —=2)! (I —m —1)!
— Y11 = Yi—1 C.88
(h) —-1,1-1 \/ (l+m—1)' , 1, ( )

co pozwala przeksztalci¢ ostatni czton w (C.87)

(I4+m)! 21 L_\l=m-1
@) (1 —m)! (t=m) Vor+1 (7) Yicvi1

_ (I +m)! (l—m)\/ 21 \/(2l—2)!(l—m—1)! Yioim

@) (I —m)! 20+ 1 (+m—1)
B (I4+m) 21
B \/2l 20—1)(1—-m) E=m) gy Yot
B ({+m)(l—m)
- \/(21 —1) (20 +1) Yic1m: (C.89)

Podstawiajac teraz (C.89) zamiast ostatniego skladnika do (C.87) dostajemy

B (14 m)! L_\\m™
¢80 ¥im = \/(21+3) 20! (1 — m)! l(?) Yy

2 I l—m—1
— (I—=m) CE (7) Yz+1,11]

(l+m)(l—m)
+ \/(2[— 1) (20 +1) Yie1m. (C.90)

Poréwnujac powyzszy wzor z nasza teza (C.71) widzimy, ze jedna jej czes¢ jest juz "gotowa'.
Pozostaje rozwazy¢ pierwsze dwa skladniki (C.90). W tym celu znéw wracamy do wzoru (C.18),
w ktorym zamieniamy | — [ + 1 1 wtedy

L_\H-m (20 +2)! (I —m +1)!
— Y, = Y, . 91
< . ) 1+1,04+1 \/ TtmtD) I+1,m (C.91)
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Polt6zmy teraz m = [, wobec tego dostajemy

L_ 20+ 2)!
<7) Yicr41 = \/ﬁ Yier = 2(0+1) Yiga (C.92)

Stad oczywiscie wynika, ze

1
201+ 1)

Yiji = Yit1a41 (C.93)

Wezmy ponownie (C.91) ale tym razem dla m = [ — 1, zatem

L_\? 2(20 + 2)!
<7) Yij10401 = w Yij1001 = \/2 (204+2)2l+1) Yit14-1- (C.94)

Wobec tego mamy

1
Y, 1 = Y, . .
1+1,1—1 \/2 QT o@Dy b (C.95)

Mamy juz wszystko co potrzeba do obliczenia pierwszego sktadnika w (C.90). Wstawiamy do
niego (C.93) i (C.95) i dostajemy

(l+m)' L_ l—m 2 L l-m—1
¢m+@@ma—mﬂ[§ﬁ) )ﬂ”_“_m)(m+n<%v ““#4

= (l + m)‘ 1 L l+1-m
N \/(25 +3) 2D (I —m)! [ \/Z(Z +1) (?) Yigie1

2 1 I I+1—m
— (l—m) \/(2l Y \/2(2[ T @) (?> Yl+1,l+11 : (C.96)

Oba czlony zawieraja te sama potege operatora L_, ktora dziala na te sama harmonike sferyczna.

Mozna wiec te wielkosci wytaczyé z nawiasu kwadratowego, w ktérym zostanie jedynie czynnik
liczbowy. Porzadkujac ten czynnik, wyrazamy pierwszy sktadnik wzoru (C.90) w postaci

(L +m)! I+m+1\ (L_\Fm
\/(2[—1—2) (214 3) (20)! (I —m)! ( 20 +1 )(7) Yit141

B (I 4+m)! l+m+1
N (2l+2)(2l+3)(2l)!(l—m)!< 2041 )

@ +2) (1 +1—m)
X \/ (l+1+m)! Yl+1,m7 (097)

gdzie po prawej stronie rownosci wykorzystalismy (C.18) wziete po zamianie — [+ 1. Dokonujac
uproszczen w czynnikach liczbowych sprowadzamy pierwszy sktadnik wzoru (C.90) do

1 I+m+1\ [(20+2) 20+ 1)1 +1—m) .
(2l+2)<2l+3) ( 20+1 ) (l+1+m> I+1,m

::¢a+m+na—m+n (C.98)

Yit1m
(20+1) (20 + 3) e
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I wreszcie, uproszczony pierwszy skladnik wzoru (C.90) podstawiamy na jego miejsce (tj. do
(C.90)) i w koricu otrzymujemy

l 1) (- 1
cos 0 Yy, = \/( s )( mr ) YVl—i—l,m

(20 +1) (20 + 3)

(+m)( —m)
* \/(21 D@ (6.99)

co dokladnie pokrywa sie z rownoscia (C.71). Pracochlonne i skomplikowane wyprowadzenie jest

wiec zakorniczone.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok X
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