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Rozdziat 33

(U.12) Potencjal centralny

33.1 Uklad $rodka masy i ruch wzgledny.
Przypomnienie z fizyki klasycznej

Rozwazmy dwa ciala o masach m; i ms. Zakladamy, ze na ten uklad dwoch ciat nie dziataja
zadne sily zewnetrzne, za$ ciata oddziatywuja przez pole centralne o energii

V = V(Flz) = V(fﬂ—f’é). (331)

Dopuszczamy tu sity newtonowskie dziatajace wzdtuz linii taczacej obie czastki. Niekoniecznie
musza to byé sity centralne zalezne tylko od odlegltoéci pomiedzy czastkami.
Hamiltonian takiego uktadu bedzie mie¢ oczywiscie postaé

i p3
H = — — V(r12), 33.2
Y 2m1 2m2 * ( 12) ( )
U
. P gdzie p; = m;V; = 'mjf"j. Hamiltonian ten jest niezalezny jawnie
2 Ty M od czasu (czas jest zmienna cykliczna), wiec energia jest stala ruchu
Z — jest zachowana. Hamiltonowskie réwnania ruchu
1
D Lo q
X I'j = —, pj = — VV(I'lz), (33.3)
mj

ze wzgledu na obecnosé energii potencjalnej nie daja sie (w ogol-

Rys. 33.1: Dwie czastki i ich nym przypadku) rozseparowac. Powyzszy opis wiazemy z ukladem

potozenie wzgledne

Fio = Ty — T, odniesienia, ktory nazwiemy laboratoryjnym (LAB).

Aby rozseparowa¢ powyzsze réownania wygodnie jest dokonaé

przejscia do uktadu odniesienia zwiazanego ze $rodkiem masy roz-

wazanego uktadu dwoch czastek. Polozenie srodka masy wzgledem uktadu LAB dane jest wek-
torem

= mir; + mols

Ren = (33.4)

mp + mo

Uklad odniesienia zwiazany ze srodkiem masy oznaczymy jako CM (center of mass). Polozenia
wyrazone w LAB (tj. Iy 1 I's) zwiazane sa z polozeniami X; oraz X2 w CMS, za pomoca relacji

Fl o= % + Rew = —212 L R, (33.5a)
mp + me
. . = mp ¥ =
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Rys. 33.2: Uktad érodka masy znajdujacego sie w punkcie CM. R.,, — polozenie
srodka masy wzgledem uktadu laboratoryjnego (LAB). 1, s — polozenia czastek w
LAB. X;, X5 — polozenia czastek wzgledem srodka masy. Potozenie wzgledne czastek
o =11 — Ty =X — Xo.

Biorac pochodne czasowe w relacjach (33.5) obliczamy predkosci czastek w LAB za pomoca ich
odpowiednikow w CMS. Nastepnie budujemy energie kinetyczna, ktéra okazuje sie byé postaci
1 -2 1 2,2

Ekin = 5 pTp + §(m1+m2)Rcm, (33.6)

gdzie p = mimao/(m1 + ma) jest tzw. masa zredukowana ukladu dwoch czastek. Nietrudno
sprawdzié, ze calkowity ped obu czastek w uktadzie CMS: m1X; + maXy = 0. Wygodnie jest
jednak jako zmienne kanoniczne wybraé:
polozenie wzgledne: ¥ = 79, (33.7a)
polozenie érodka masy : R = Rep. (33.7b)

Odpowiednie pedy kanoniczne otrzymamy przez rézniczkowanie energii kinetycznej wzgledem g
iR

p o= ui, = 2P Lg L, (33.81)
mi+ mo m1 ma

Energie uktadu — hamiltonian mozemy wowczas zapisaé¢ jako

=2 52
P P .
H=>—+4+ — +V 33.9

gdzie M = mj + mo jest calkowita masa uktadu dwoch czastek. Hamiltonian ten prowadzi do
réwnan ruchu

r = — ViV(D), R = 0. (33.10)

Omoéwiony w skrocie formalizm pozwala na nastepujace wnioski:
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e 7 drugiego rownania (33.10) wynika, ze R = const., co oznacza, ze ruch $rodka masy
jest jednostajny, prostoliniowy (na uklad nie dzialaja zadne sily zewnetrzne. Fakt ten
wynika takze ze stwierdzenia, ze zmienna kanoniczna R jest cykliczna (nie wystepuje w
hamiltonianie), wiec odpowiadajacy jej ped kanoniczny jest stata ruchu.

e Uktad CMS porusza sie ruchem jednostajnym wzgledem LAB. Jesli wiec LAB byt uktadem
inercjalnym, to takim tez jest CMS.

e Wyrazenie p? /2M jest energia kinetyczna ukltadu jako catosci. W mysl poprzedniego punk-
tu jest to stala. A wiec drugi sktadnik hamiltonianu (33.9) jest stala, nie wptywa na ksztalt
rownan ruchu i dlatego tez, bez straty ogélnosci, mozna go pomingé, piszac

I—)*2
H = — V(F). 33.11
b+ V) (33.11)
Innymi stowy jest to hamiltonian uktadu dwoch czastek w inercjalnym uktadzie odniesienia
jakim jest CMS. Oczywiscie w tym uktadzie srodek masy spoczywa.
e Hamiltonian (33.11) opisuje ruch fikcyjnej czastki wzgledem nieruchomego centrum sity.
Jest on energig ruchu wzglednego. Rozwiazujac problem ruchu wzglednego w CMS i doko-

nujac odpowiednich transformacji, mozemy ponownie wrocié do uktadu LAB.
33.2 Model molekuty dwuatomowej.
Potencjal Kratzera

33.2.1 Wprowadzenie

Jednym z modeli potencjatu oddzialywania dwoch atoméw tworzacych molekute jest tzw. po-
tencjal Kratzera

Vi) = — 2V, <g - a’—) (33.12)

gdzie Vy i a sa stalymi dodatnimi. Jest to dosé¢

uproszczony model, bowiem nie opisuje on wewnetrz-
nej struktury atoméw. Sa tu one "w przyblizeniu"
czastkami punktowymi o masach m i M. Potencjal
ten mozna stosowaé do opisu molekut, w ktérych je-
den z atomow jest znacznie ciezszy (np. molekula jo-
dowodoru HJ). Woéwczas masa zredukowana uktadu
w = mM/(M 4+ m) praktycznie pokrywa sie z masa
1zejszego atomu. Ciezszy atom lezy wowczas w Srod-

ku uktadu wspotrzednych i (z dobrym przyblizeniem )
jest nieruchomy. Zalozenie M > m nie jest jednak

konieczne i bedziemy sie postugiwaé¢ masa zreduko-

wang p opisujac molekule w ukladzie srodka masy.
Nie bedziemy tu wnika¢ w przestanki fizyczne pozwa-
Rys. 33.3: Potencjal Kratzera lai dsié tos wzasadnié postaé Doter
ajagce wyprowadzié, czy p p
cjatu (33.12). Przyjmiemy, ze potencjal ten moze by¢
modelem oddzialywania miedzyatomowego w molekule dwuatomowej. Zajmiemy sie rozwiazy-
waniem odpowiedniego rownania Schrodingera. Problem ma oczywiscie symetrie sferyczna, wiec
stosowaé bedziemy radialne réwnanie Schrédingera. Zanim tym sie zajmiemy poczynimy kilka
uwag na temat potencjatu (33.12).
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Parametry okreslajace potencjal Kratzera mozna powigzaé¢ (co omowimy dokladniej nieco
dalej) z nastepujacymi wielkosciami fizycznymi

e czestoscig drgan molekuty

2V
v = M_ag (33.13)

gdzie p masa zredukowana dwoch atomow p = mM /(M + m);

e momentem bezwtadnosci molekuty
I = pad?, (33.14)
przy czym mozna pokazaé, ze w realnych wypadkach do$wiadczalnych zachodzi nier6wnosé

Iw = /2Vhua? > h. (33.15)

Potencjat Kratzera ma oczywiste wtasnosci

hr% V(ir) = +oo,
r—
lim V(r) = 0. (33.16)
Co wiecej, potencjal ten ma minimum, bowiem pochodna
dv(r) a a?
22V o =2 dl
dr 0< 2
a a
= 2W =51 — = 33.17
(- 2). (3317)
znika w punkcie 7 = a. Warto$¢ V (r) w minimum wynosi V(a) = —V{ (patrz rysunek). Fakty

te okreslaja sens fizyczny parametrow (stalych) Vi a. Sa one wyznaczane do$wiadczalnie, ich
konkretne wartosci zaleza od tego jakie atomy (jakich pierwiastkow chemicznych) wchodza w
sktad badanej molekuty.

33.2.2 Radialne réwnanie Schrodingera

Potencjal Kratzera jest potencjalem centralnym, wiec stosujg sie do niego wszelkie poczynione
uprzednio uwagi. Réwnanie Schrodingera w uktadzie srodka masy

h2
l— EW + V(r)] W(F) = E(F), (33.18)
sprowadza sie do rownania radialnego (14.48), tj.
d?u(r) 2u a a? I(l+1)

Petna funkcja falowa (we wspotrzednych sferycznych) jest postaci

u(r)

@Z)(F) = @Z)(T,Q,QO) = , 1/l7n(97<10)7 (33'20)
przy czym funkcja radialna u(r) musi spetnia¢ warunek
u(r) ——5— 0. (33.21)

Funkcja radialna u(r) na pewno bedzie zalezeé¢ od orbitalnej liczby kwantowej [, a takze (jak sie
spodziewamy) od jeszcze jakie$ innej. Na razie jednak nie zaznaczamy jawnie tych zaleznosci.
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Zmienne bezwymiarowe

Zanim przystapimy do rozwiazania rownania radialnego, dokonamy zamiany zmiennych. Wpro-
wadzamy bezwymiarowa zmienna
d? 1 d?

s -, 4 _1d
a dr  adx

Roéwnanie radialne zapisane w zmiennej z przyjmuje postaé

Pu(e) | [2pa’E 20a?Vy ( 1 1 ) _ED ey = o (33.23)

dr2 K2 + K2 9.2 2

x 222 x

Wygodnie jest wprowadzi¢ dodatkowe (bezwymiarowe) wielkosci pomocnicze

9 2
E, oraz T %‘/@, (33.24)

240>

2 _
ﬁ - h2

Liczba 42 jest — w my$l poczynionych zalozen dodatnia, wiec v € R. Znak parametru 32 zalezy
od znaku energii F. Stany zwiazane (do badania ktorych sie tutaj ograniczamy) odpowiadaja

energii ujemnej E = —|E|. Wowczas wielkosé 32 jest dodatnia i mozemy napisaé
202
g = 2 |E| > 0, (33.25)

co automatycznie ustala znak liczby (. Stosujac wprowadzone oznaczenia w réwnaniu (33.23)
sprowadzamy radialne réwnanie Schrodingera do

d?u(x)
dz?

2? 2+1(+1
-3 4+ a0 Ly_) u(r) = 0. (33.26)
x x

_l’_

Musimy teraz rozwiazaé¢ to réwnanie.

Rozwigzania asymptotyczne dla = > 1

Dla dostatecznie duzych wartosci argumentu z mozemy w réwnaniu (33.26) zaniedbaé czlony
zawierajace x w mianownikach. Réwnanie to redukuje si¢ wtedy do

d*u(x)
dax?

— Fu(r) =~ 0. (33.27)
Rozwiazanie tego rownania jest nastepujace (co tatwo sprawdzic)

u(z) = e’ 4 ehT, (33.28)

Poniewaz beta jest parametrem dodatnim, wiec rozwigzanie e%® jako nienormowalne mozemy

odrzuci¢. Wobec tego oczekujemy, ze radialna funkcja falowa dla duzych z to

u(@) —7 e P (33.29)
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Rozwigzania asymptotyczne dla z — 0

W tym przypadku dominuje czlon zawierajacy z 2. Réwnanie (33.26) sprowadza sie wiec do

d*u(z) B V2 +I1(1+1)
dx? x?

u(r) = 0. (33.30)

Rozwiazania szukamy teraz w postaci u(z) = x°. Postulat ten, po podstawieniu do (33.30) daje
zwiazek

s(s—1) — (¥ +1(1+1)) = 0. (33.31)

Jest to trojmian kwadratowy wzgledem niewiadomej s. Jego rozwiazania to

se o= 2+ (33.32)

Parametr  jest dodatni, wiec wyrazenie pod pierwiastkiem jest wicksze niz % Wobec tego
rozwigzanie, w ktorym s_ < 0, jest fizycznie niedopuszczalne, bo jest rozbiezne w zerze. A zatem
jedynie mozliwe jest rozwigzanie z s;, bowiem zapewnia, ze funkcja radialna znika w zerze. A
wiec dla matych odlegtosci miedzyatomowych radialna funkcja falowa powinna zachowywaé sie
jak

2, gdde s = 5+ 24+ > 1. (33.33)

u(x) —

Roéwnanie dla pomocniczej funkcji f(z)

Biorac pod uwage zachowanie asymptotyczne (33.29) i (33.33) szukamy funkcji radialnej u(x) w
postaci

u(z) = z°e P f(2), (33.34)

gdzie f(x) jest funkcja nieznana. Musi ona jednak zachowywacé si¢ "przyzwoicie", aby nie popsué¢
przedyskutowanych wyzej zachowan asymptotycznych. Poszukiwana funkcja f(x) musi spetniaé
réwnanie, ktore znajdujemy, podstawiajac postulat (33.34) do rownania radialnego (33.26). Wy-
konujac niezbedne rézniczkowania i skracajac czynnik z°~! =% otrzymujemy

d*f(x) df (z)
T a2 ) dx

+ (25— 26z + (29* - 2Bs) f(z) = 0. (33.35)

Roéwnanie to przypomina konfluentne réwnanie hipergeometryczne. Aby lepiej to zobaczyé, do-
konamy ponownie zamiany zmiennej. Tym razem wprowadzamy

d d 2 , &
Po prostych przeksztalceniach, z (33.35) dostajemy
*£(€) *£(€) 7 _
R CLAk ) ol (8 - E) f&) =0 (33.37)

Rzeczywiscie wiec mamy roéwnanie konfluentne hipergeometryczne (patrz Dodatki matematyczne)
7 parametrami

2
a = s — 7 oraz c = 2s. (33.38)
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Mozemy skorzystaé¢ ze znanych rozwiazan (A.2) piszac (wracajac od razu do zmiennej x)

g

2
_ Y
+ Ba'"% R <s 5 25,2 — 23,2ﬁx> , (33.39)

f(ac) = A 1F1 (8— 12, 23, 2ﬂx>

gdzie do stalej B weiggnelisémy czynnik (23)172%. Drugi skladnik rozwigzania po podstawieniu

1=25 — x1=5 Poniewaz s > 1, wiec czynnik taki da osobliwe

do (33.34) wyprodukuje czynnik z° x
zachowanie funkcji u(z) w okolicach zera. Wobec tego ta cze$¢ rozwiazania jest niefizyczna.
Trzeba wiec przyja¢ B = 0, dzieki czemu w (33.39) zostaje tylko pierwszy sktadnik. Tak obliczona

funkcje f(z) podstawiamy do (33.34) otrzymujac funkcje radialna w postaci

2
u(z) = Az®e P Ry <8 - %, 2s, 2ﬁm> (33.40)

Konieczna jest dalsza dyskusja uzyskanego rozwiazania. Wynika to stad, ze dla duzych argumen-
tow konfluentna funkcja hipergeometryczna (patrz (A.9)) zachowuje sie jak

\Fi(a, ¢, 28z) (2Bx)27¢ €252 (33.41)

r — o0

co w zestawieniu z (33.40) sprawia, ze dla duzych x-6w funkcja radialna rozbiega jak e5® i tym
samym jest nienormowalna. Jedyng mozliwoscia jest zredukowanie konfluentnej funkcji hiper-
geometrycznej do wielomianu. Zachodzi to wtedy, gdy jej pierwszy parametr jest niedodatnia
liczba, catkowita, to jest gdy

2
a=s— L = _q edzie n = 0,1,23,.... (33.42)

g

Warunek ten oméwimy nieco dalej. Warto jednak zauwazy¢, ze radialna funkcja falowa zalezy
teraz od dwoch liczb kwantowych: od [ (poprzez parametr s) i od wprowadzonej tu liczby n —
radialnej liczby kwantowe;j.

33.2.3 Pelna funkcja falowa

Pelna funkcja falowa dla molekuly (w ukladzie srodka masy i we wspotrzednych sferycznych) ma
postaé (33.20), Przy czym funkcja radialna dana jest w (33.40). Laczac te wyniki i wracajac do
wyjéciowych zmiennych mamy

D (720, 0) = %A exp <— %) (f) R <—n, 2s, 2757"> Vi (0, ), (33.43)

a

gdzie jawnie zaznaczyliSmy liczby kwantowe od ktorych zalezy funkcja falowa. Mozemy jeszcze
przedefiniowaé statg normalizacyjng A wciagajac do niej wszelkie state parametry, wowczas petna
funkcja falowa przyjmuje postac

_ T 203r
Gn(r0,) = A7 exp (= 20) 17 (= 25 20 i (0., (33.44)
Przypominamy ponadto, ze

240> 2/1a> 2
B = T Vo oz s = 424 (143) . (3345)

Radialna liczba kwantowa n jest zwiazana z pozostalymi parametrami poprzez relacje (33.42),

B = -

co musimy jeszcze przedyskutowaé.
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33.2.4 Kwantowanie energii
Wyrazenie $ciste
Warunek (33.42) okreslajacy dopuszczalne fizycznie funkcje falowe (przy nieujemnych n)

2
Y
— — s = n, 33.46

okresla réwniez dozwolone energii molekuty bowiem parametr 3 zalezy od energii. Istotnie, biorac
go z (33.25) dostajemy

A2
2
Vi = : 33.47

Analizujemy z zalozenia tylko stany zwigzane, dla ktorych energia jest ujemna, wiec rozwiklujac
powyzsza formule mamy
hQ ,74
Ey = — —. 33.48

W my$l wprowadzonych oznaczen (33.24) mamy h%y2/2ua? = Vo, wiec wstawiajac s dane w
(33.33) ostatecznie piszemy

—2
2
Ey = -V |n+s+2+(+3) ]
n+ 3 1 > 17
- _ 2 1
S +¢1+V2(1+2)] (33.49)

Stan podstawowy molekuty dwuatomowej, tj. stan o najnizszej energii odpowiada liczbom kwan-
towym n = [ = 0. Jego energia wynosi

-2
1 1
EOO = - VE) — + 1+ —1 = - Edis- (3350)

2y 42

Rozerwanie wigzania miedzyatomowego wymaga dostarczenia molekule wtasnie takiej energii.
Jest to wiec, innymi slowy, energia dysocjacji molekuty.

Powyzsze wyniki sa $ciste, w tym sensie, ze w ramach naszego modelu nie poczynilismy zad-
nych dodatkowych zatozen upraszczajacych. Otrzymane poziomy energetyczne, sa numerowane
liczbami kwantowymi n i [, ktére sg nieujemnymi liczbami catkowitymi. Dla danego I, magne-
tyczna liczba kwantowa m przyjmuje (204 1) dozwolonych wartosci i tyle tez wynosi degeneracja
poziomu F,;. Jest to, jak wiemy, degeneracja o charakterze zasadniczym, typowa dla uktadéw
fizycznych ze sferycznie symetrycznym potencjatem.

Wyrazenie przyblizone

Zauwazmy teraz, ze zalozenia (33.15) wynika oszacowanie

pa?

h2

Tw

= 1/2V
n 0

=9 > 1, (33.51)

ktore przyjmiemy na razie "na wiare", a ktére uzasadnimy nieco dalej. Zalozymy jeszcze, ze
liczby kwantowe n i [ sa niezbyt duze, tak ze spelnione sg warunki dodatkowe

1 1
1 1+ 1L
nt s < 1, oraz T3

< 1. (33.52)
¢! v
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Przy tych zalozeniach mozemy rozwina¢ wyrazenie (33.49) dla energii molekuly rozwina¢ w
szereg. Najpierw rozwiniemy pierwiastek, korzystajac ze wzoru /1 + x ~ 1+x/2 — 22 /8. Otrzy-
mujemy wowczas

+ 2 - 1

)
SRS "
2y 2 ' '

E, ~—-V [1 +

Zgodnie z poczynionymi zalozeniami, wszystkie wyrazy (za wyjatkiem jedynki) sa bardzo male.
Mozemy ponownie rozwinaé¢ w szereg. Musimy jednak byé¢ ostrozni. Chcemy bowiem dokonaé
obliczen z dokladnoscig do wyrazéw rzedu 3. Wobec tego ze mamy tu skladniki rzedu !
musimy w rozwinieciu uwzgledni¢ wyrazy trzeciego rzedu. Korzystamy teraz z rozwiniecia (1 +

r)" 2~ 1 —2x + 322 — 423, Stosujac je do (33.53) dostajemy

B, o~ —v |12 n+ 3 N (+5>  (+3)
" Y 2y? 294
NS B S AN
gl 22 24
3
n+ % (14 3)? 1+
-4 2 2 — = . 54
( St T 2 (33.54)

Wykonujemy teraz wszelkie niezbedne mnozenia i potegowania, pozostawiamy jednak wyrazy co

najwyzej rzedu v 3. W rezultacie otrzymujemy
2(n+ 1) N (1+ 1) 3(n+3)?
2 42

En = =W + W

3 3 (33.55)

Z wyrazenia tego bez trudu otrzymujemy przyblizong wartosé energii dysocjacji
Vo Vo Vo

FEgis = — Ep =~ Vg — — — - —=, 33.56

dis 00 0 5 + 27 83 ( )

co mozna takze otrzyma¢ dokonujac rozwiniecia $cistej formuty (33.50).

3(n+ )1+ 3)? N 4n+3)3 ]

W uzyskanych przyblizeniach dla energii molekuly pierwszy wyraz jest rowny minimalnej
wartosci energii potencjalnej. Wskazuje to, ze dokonaliSmy rozwiniecia w otoczeniu minimum
energii potencjalnej Vi, = —Vp. Rozwazymy to teraz dokltadnie;j.

33.2.5 Rozwiniecie potencjalu w otoczeniu r,,;, = a

Potencjal Kratzera (33.12) mozemy przepisa¢ w postaci

a a’
Vi = =2W| oy 2[a+<r—a>12]
1 1
B _QVOle—a : 2[1+<%>J2]' .

Oczywiscie (r — a) jest odchyleniem odlegtosci pomiedzy atomami tworzacymi molekute od war-
tosci rmin = a, ktorej odpowiada minimalna warto$é potencjatu. WprowadZzmy teraz odchylenie
bezwymiarowe y i przyjmijmy, ze jest ono male, to jest

r—a

y = ) oraz y < L (33.58)
a
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Potencjal Kratzera (33.57) zapiszemy za pomoca zmiennej y

Vi(r) = _QVOLiy - 2(1iy)2}. (33.59)

Oba utamki dla matych y rozwijamy w szeregi z doktadnoscia do y2 i otrzymujemy

Vi) = —21[(1-y+u?) - 5(1-29+3)]
r=a?®

a2

= -+ Wl =-W+W (33.60)

Widzimy wiec, ze potencjal Kratzera w otoczeniu minimum zachowuje sie podobnie do potencjatu
oscylatora harmonicznego V,s. = %uw2y2 = %uwQ(r — a)?. Poréwnujac to z wyrazeniem (33.60)

odczytujemy
% 2Vt
—g = %uwQ skad wynika w = —g, (33.61)
a ha

co oczywiscie uzasadnia notacje (33.13) wprowadzona na poczatku naszych rozwazan. Uzyskane
przyblizenie harmoniczne nie powinno by¢ niczym nieoczekiwanym. Kazda krzywa w okolicach
jej minimum mozna bowiem przyblizy¢ parabola.

Potencjal oscylatora wyznacza poziomy energetyczne roztozone w réwnych odlegtosciach
wynoszacych hAw. Przyblizenie potencjatu Kratzera przez potencjal oscylatora jest dobre tylko
w niewielkim otoczeniu minimum. Oczekujemy wiec, ze gteboko$¢ minimum powinna byé duza
w poréwnaniu z odlegtosciami pomiedzy (przyblizonymi) poziomami oscylatorowymi. A wiec
powinna zachodzié¢ relacja

202V
pa?

hw < W to znaczy < V. (33.62)

Oczywidcie relacja ta jest rownowazna nastepujacej

2, 1 [2uaV
RO 70 _ pa o _ 7 (33.63)

1 _ _
<\ o A 9

a zatem oszacowanie v > 1 (por (33.51)) wynika nie tylko z doswiadczenia, ale takze z przy-
blizenia harmonicznego. Moéwiac inaczej, mozemy stwierdzié, ze doswiadczenie potwierdza stoso-
walnos¢ przyblizenia harmonicznego.

33.2.6 Dyskusja przyblizonego wyrazenia dla F,,;

Przyblizone wyrazenie (33.55) mozemy teraz zapisa¢ inaczej. Z (33.61) mamy w? = 2V /ua® oraz
I = pa?, wiec

2ua2V, lof 1?2 I
Vo = Lw®  oraz 4 = “7‘; 0 ﬁ% - %} (33.64)
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Za pomoca tych oznaczen mozemy zapisaé E,; w postaci

Iw? | 2k h? 352
Eu ~ Vo + — E(n+%)+m(l+%)2 —m(”JF%)Q
3h3 1 1\2 4h3 1\3
—m(n-f—ﬁ)(l-f—i) +m(n+§)
K2 3h2
~ 1 o 12 27 1\2
~ Vo +hw(n+2)+2l(l+2) i (n+5)
33 283
- m(n+%)(l+%)2 + m(n+%)3. (33.65)

Wyrazenie sktada sie z szesciu cztonoéw, ktore teraz po kolei omowimy.

e Pierwszy sktadnik to minimalna warto$é¢ potencjaltu —Vp = —%IwQ. Nie jest on bezpo-
srednio mierzalny w do$wiadczeniach typu spektroskopowego. Przy przejsciach pomiedzy
poziomami (przy obliczaniu réznic energii AE = E,.p — E,;) zawsze sie on znosi.

e Drugi skladnik Aw(n + 3) jest energia drgan harmonicznych molekuty wzdhuz osi taczacej
atomy. Liczbe kwantowa n nazywamy dlatego liczba oscylacyjna. Sktadnik ten jest dodatni,
wiec wzbudzenia oscylacyjne podnosza energie molekuty.

e Trzeci sktadnik o postaci

h2 2

h2 h
ﬁ(l+%)2 = 57+ + 57 (33.66)

wiazemy z energia rotacji molekuly wokoét jej srodka masy. Liczbe | nazywamy woéwczas
rotacyjna (zamiast orbitalna). I ten sktadnik jest dodatni, wiec takze podnosi energie.

e Czwarty czlon —3h2(n+ 1)%/2I jest ujemny. Prowadzi on do obnizenia energii drgaii mole-
kuty. Jest to typowy czlon anharmoniczny, jest to poprawka do przyblizenia harmonicznego,
bowiem potencjal Kratzera tylko w bardzo matym otoczeniu minimum jest harmoniczny.

e Czlon piaty o postaci —3h3(n + %)(l + %)2 /2I%w opisuje sprzezenie pomiedzy oscylacjami a
rotacja molekuly. Jest to znowu odzwierciedlenie faktycznej anharmonicznosci potencjatu
Kratzera.

o [ wreszcie czton szésty

2h3 4h

3h2
173 _
m(”Jrﬁ) = 3I_w(

n+ i) =—(n+3)>% (33.67)
21

Pierwszy czynnik 47/3Iw < 1 (zgodnie z zalozeniem), za$ (n+ %) jest niewielkie. Widzimy

wiec, ze szosty skladnik energii jest kolejna poprawka anharmoniczna, na dodatek znacznie

mniejsza, niz poprawka kwadratowa dana czwartym czlonem. Zazwyczaj wiec ten ostatni

skladnik energii mozna zaniedbac.

W $wietle tej dyskusji przyblizona energie molekuly (w modelu Kratzera) zapiszemy w postaci
h2
Ey ~ =V + hw(n+3) + ﬁ(l+%)2
3h2 1.9 3n3
~oar YT g

choé¢ przyblizenie to jest nieco "gorsze" niz rezultat (33.65).

(n+ 11+ 32, (33.68)

Przypomnijmy, ze rozwazania powyzsze sa stuszne dla liczb kwantowych (n + %) i(l+ %)

matych w poréwnaniu z parametrem « = Jw/h. Nasze przyblizenie, a takze i jego dyskusja
zawodza dla duzych wzbudzen. Wtedy trzeba postugiwaé sie Scistym wzorem (33.49).
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33.2.7 Wartosé (r) w stanie podstawowym

Wartosé oczekiwana (r ) w stanie podstawowym jest po prostu srednia odlegtoscia miedzy dwoma
atomami tworzacymi niewzbudzona molekute. Wartosé ta wynosi

<T> = <¢000 ‘T ’ ¢000> = /dQ /OOO TQ dr ¢300(T7 97 90> r 1/}000(7"7 97 90>7 (3369)

gdzie musimy podstawi¢ funkcje falowa wynikajaca z (33.43) lub (33.44). Aby tego dokonag,
musimy ja jawnie skonstruowaé¢ i unormowac.

Funkcja falowa stanu podstawowego
Na podstawie wzoru (33.44), w ktorym ktadziemy n =1 = m = 0. Parametr s wynosi wowczas

s =5+ /2 + 1/4. Mamy wiec
20r

Yooo(r,0,9) = Ar®! exp (— %) 1F1 (0, 2s, 7) Yoo(0, ¢), (33.70)

Konfluentna funkcja hipergeometryczna z pierwszym argumentem réwnym niedodatniej liczbie
catkowitej jest, jak wiadomo, wielomianem. W rozwazanym przypadku redukuje sie do wielomia-
nu stopnia zerowego, jest wiec tozsamosciowo rowna 1 (patrz takze (A.6)). Harmonika sferyczna
Yoo = 1/v/47. Wobec tego funkcja falowa ma postaé

A
(i 0.¢) = <= 17 e (- @) (33.71)

a

i jej normowanie nie przedstawia problemu. Obliczamy wiec catke

L = /dQ/oo r? dr |77Z)OOO|2 |A|2 /dﬂ/ r2 dr r26~1) exp< ﬂr)
= ]A‘ / dr eXp( 25T) = ]A‘Q I'(2s+1) (%) o 1, (33.72)

bowiem calka katowa jest trywialna, za$ calke radialng bierzemy z tablic. Do obliczenia war-
tosci oczekiwanej (33.69) potrzebujemy wiasnie |A|2?, wiec nie musimy zajmowac si¢ faza stalej
normalizacyjnej i po prostu mamy

2 _ 1 i —2s—1
A]7 = Tes 1) (25) : (33.73)

Obliczenia wartosci oczekiwanej odlegtosci miedzyatomowej nie przedstawiaja teraz zadnych
powazniejszych trudnosci. Do wzoru (33.69) podstawiamy funkcje falowa dana w (33.71) i otrzy-
mujemy

(r)y = ’A‘Q/dQ/ r2 dr 726D exp ( 2§r)
A2 / dr 251 exp( 2ﬁr>

= |APT(2s +2) (%)%H : (33.74)

Biorac teraz |A|? dana w (33.73) dostajemy

_ I'(2s4+2) a = 25+1
U Ty 25 T2

(33.75)
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Rozwazamy tutaj stan podstawowy molekuly, w ktorym n = 0. Z warunku kwantowania (33.46)
wynika, dla tego przypadku, ze 42 = s3. Dzieki temu z (33.75) eliminujemy parametr 3, a zatem

252+ s
272

(ry = a (33.76)

Nastepnie podstawiamy s = % + /72 + 1/4 i porzadkujemy otrzymane wyrazenie
IS s T S R U
a

= — |2 - 2 _ - 2 -
(r) 272[ <2+ ’)’+4> +2+ ’Y+4

3 3 1
1 2 21+ = 33.77
+ 12 + 2 + 12 ], ( )

co stanowi wynik $Scisty. Tak jak poprzednio przyjmujemy, ze parametr v > 1 i rozwijamy w

= a

szereg wyrazenie pod pierwiastkiem

3 3 1
~ 1+ =2 4+ 2 (14 =
{r) a[ * 4ry? * 2y ( +872)]

3a 1 3ah 1
— 1+ — = — (1 4+ — 33.78
a+2’y(+2’y) a+2fw(+2lw)’ ( )

%

gdzie podstawilismy v = Iw/h, (patrz (33.51). Obliczona warto$¢ (r) jest srednia odlegloscia
pomiedzy atomami tworzacymi molekule. jest ona nieco wicksza niz odlegtoéé a odpowiadajaca
minimum energii potencjalne;j.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok ok X
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