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Rozdziat 30

(U.9) Reprezentacje polozeniowa i
pedowa

30.1 Operator pedu w reprezentacji potozeniowej.
Twierdzenie pomocnicze

Analizujac w gltownej czesci wyktadu operator pedu pokazaliSmy, ze w reprezentacji potozeniowe;j
jego dzialanie na funkcje falowe sprowadza sie do rézniczkowania, to jest

L o L0
(F|P|v) = P o) = —ih - 6(F), k=123 (30.1)
Tk
W trakcie wyprowadzenia tej formuly korzystaliSmy z twierdzenia matematycznego (z teorii
dystrybucji), ktérego dowod naszkicujemy ponizej.

Twierdzenie 30.1 Delta funkcja Diraca ma nastepujgcqg wtasno$é

0

0kd(F) = —a; 92,

5(F). (30.2)

Dowdod. Scisty dowod wymaga odwotari do teorii dystrybucji, dlatego przeprowadzimy tutaj tyl-
ko intuicyjne uzasadnienie tezy. Niech f(r) bedzie funkcja o zwartym nosniku. Wowcezas mozemy
napisaé caltke po wielkiej objetosci

) = /V d*r f(F) 2 %5(?)

— /anSk F(@® z; 6(F) — /Vd3r

przy czym druga réwno$é wynika z catkowania przez czesci. Poniewaz mozemy tak dobraé obje-

90 1)), (303)

tos¢ catkowania, aby nosnik funkeji f(r) lezal catkowicie w jej wnetrzu, wiec mozemy uznaé, ze
czton brzegowy w powyzszej calce znika. Tym samym mamy

1) = = [at [ 55 1) + oy 2O 50m),
= o [ at @ 6@ — [ ZAG)

Oxy,
Poniewaz druga catka znika (x; w zerze daje zero), wiec uzyskujemy

5(F) (30.4)

V) = — 6 /V a3 f(5) 5(F). (30.5)
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Poréwnujac prawe strony pierwszej rownosci (30.3) i ostatniej, otrzymujemy

/dgrf [x] Dar } /dgrf — 81 0(F)). (30.6)

Stad, wobec dowolnosci funkcji f(r) wynika teza. m

30.2 Funkcje falowe oscylatora harmonicznego
w reprezentacji pedowej

W gltéwnej czesci wyktadu rozwiazaliémy zagadnienie wlasne dla hamiltonianu jednowymiarowe-
go oscylatora harmonicznego. Wyprowadzilismy tam funkcje falowe

Un(z) = < %)M ﬁ exp (—Tg—: x2> H, (m %) . (30.7)

Postugujac sie formalna terminologia rozpoznajemy w nich funkcje wlasne energii w (jednowy-
miarowej) reprezentacji potozeniowej Wobec tego mozemy formalnie napisac

Un(z) = (x|n), n=0,1,223,..., (30.8)

gdzie stany |n ) nazwiemy tera stanami wlasnymi energii (hamiltonianu) oscylatora.

W tym momencie przejécie do reprezentacji pedowej nie nastrecza trudnosci. Zrobimy to w
standardowy sposob. Oczywiscie odpowiednia reprezentacja pedowa tez bedzie jednowymiarowa
i funkcja falowa w reprezentacji pedowej to

i) = (pln) = [ do (pla)(a|n), (30.9)

gdzie korzystamy z zupelnosci reprezentacji polozeniowej. Funkcja (p|x) = (x| p)* jest (sprze-
zona) jednowymiarowa funkcja wlasna pedu w reprezentacji potozeniowej, o postaci

(z|p) = \/217T—ﬁ eXP(%PCU)- (30.10)

wynikajace] w oczywisty sposob z jej trojwymiarowego odpowiednika danego w (9.55). Wobec
tego obliczenie funkcji falowej oscylatora w reprezentacji pedowej sprowadza sie do obliczenia
catki

- 1 00 i
n = — dr ex (—— x) n (), 30.11
) = o [ de e () o) (30.11)
a wiec do obliczenia transformaty Fouriera funkcji falowej 1, (z) danej w reprezentacji poto-

zeniowej. Podstawiamy wiec 1, (z) 1 jednoczesnie dokonujemy zamiany zmiennej catkowania
y = xy/mw/h. Po uporzadkowaniu wspoltczynnikow liczbowych przed calka, otrzymujemy

Un(x) = <4W3;wh>1/4 / dy exp( \/p—yh) exp (— % y2> Hy(y)

L R S 30.12
N ( 47r3mwﬁ) NOZETI ( mwh ) ’ (30.12)
gdzie J,(q), przy oznaczeniu ¢ = p/vVmwh jest catka

In(q) = /_ dy e V2 H, (y). (30.13)
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Musimy obliczyé¢ catke J,(q). W tym celu skorzystamy z funkcji tworzacej wielomianéw Hermi-
te’a, dla ktorej zbudujemy catke pomocnicza

J = / dy e~ ev’/2 exp (—52 + 25y) (30.14a)
- = du e~ o~Y*/2 s" H,
| dyee 3 o Haw)
LN S Loy —? > s"
= z_:o m/_oo dy e eV /2 H,(y) = Z_:O o Jn(q). (30.14b)

Obliczywszy catke J rozwiniemy ja w szereg wzgledem parametru s i odczytamy wartosci ca-
tek J,,(q). Rezultaty wykorzystamy w (30.12), tym samym otrzymujac funkcje falowe t,(p) w
reprezentacji pedowe;j.

Oznaczamy v = (2s — iq) i przystepujemy wiec do obliczeni catki pomocniczej J:

—s2 [ 1,2
J = e * / dy exp [—Qy +’yy} . (30.15)
—00
Trojmian kwadratowy w wyktadniku pod calka sprowadzamy do postaci kanonicznej
2,1.2 * 1 2
J = exp (—s +37 ) / dy exp {—i(y—y) } . (30.16)
—0o0
Pozostala catka jest juz prosta

/O:Ody exp {—%(y—v)ﬂ = /O:odz exp [—%22} = ﬁ = V2. (30.17)

Ostatnig catke wzieliémy z tablic calek oznaczonych. A zatem pomocnicza catka J wynosi
J = V271 exp (—32 +1 72) . (30.18)
Calke te trzeba rozwinaé¢ wzgledem parametru s. Podstawiajac oznaczenie v dostajemy

J = V271 exp [—52 + % (2s — iq)ﬂ
= V271 exp (—
= V21 exp(—54%) exp [~ (—is)* +2q(—is)]

q2) exp (.92 — Qiqs)

N[

= V27 exp (—%qQ)i " b (), (30.19)

n=0

gdzie ponownie wykorzystalismy funkcje tworzaca, wielomianéw Hermite’a, cho¢ w tym wypadku
dla czysto urojonego parametru. Zestawiajac rozwiniecia (30.14b) i (30.19) odczytujemy catki

In(q)
nla) = Vam exp(~4) (~0)" Ha(a). (30-20)

Catke J,(q) niezbedna do obliczenia funkcji falowej w reprezentacji pedowej (30.12) juz wiec
mamy. Podstawiamy ja, wracamy do oznaczenia ¢ = p/vmwh 1 otrzymujemy

Do) = < 1 >1/4 V2 exp( L) (—i)" H,, <L> (30.21)

43 mwh Von pl  2mwh vmwh
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Porzadkujac, stwierdzamy, ze funkcje wlasne hamiltonianu (energii) oscylatora harmonicznego,
wyrazone w reprezentacji pedowej sa postaci

i = () () "o oo (s o) o

Funkcja falowa 1, (p) jest transformata Fouriera funkcji ¥, (x). Oczywiscie zachodzi takze relacja

odwrotna. Przejscie od @Z;n(p) do 9, (z) mozna oczywiscie wykonaé¢ postugujac sie taka sama
technika obliczeniows.
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