3.10.2004 19. Stacjonarny rachunek zaburzen 231

Rozdziat 19

Stacjonarny rachunek zaburzen

19.1 Istota problemu

W wielu praktycznych problemach i obliczeniach kwantowo-mechanicznych musimy rozwiazywaé
stacjonarne réwnanie Schrodingera

H|¢)=FEl[v), (19.1)

lecz nie umiemy tego zrobié¢. Przedstawimy wiec metode przyblizona dla przypadku, w ktérym
hamiltonian H mozna zapisa¢ w postaci

H=Hy+V, (19.2)

przy czym spelnione sa nastepujace zalozenia.
Zaréwno Hj jak i V nie zaleza od czasu, to znaczy
0 0
—Hy=—=V=0. 19.3
ot " ot (19.3)
Sytuacja, w ktorej pojawia sie jawna zaleznos¢ od czasu zajmiemy sie oddzielnie, konstruujac
tzw. rachunek zaburzen z czasem (zalezny od czasu).

Czes¢ hamiltonianu V nazwiemy oddziatywaniem lub zaburzeniem. Przyjmiemy, ze elementy
macierzowe V sg malte w pordéwnaniu z odpowiednimi elementami dla operatora Hy zwanego
hamiltonianem niezaburzonym. Warunek ten uscislimy zreszta dalej. Innymi stowy, przyjmujemy
ze energie zwiazane z oboma czlonami hamiltonianu spelniajg oszacowanie

|Ero| > |Ev], (19.4)

co jeszcze doprecyzujemy. Warunek ten pozwala uzasadnié, ze oddziatywanie V jest tylko matym
zaburzeniem w stosunku do cztonu gltéwnego, ktérym jest Hy.
Powyzsze zalozenie pozwala nam napisaé

V =AW, (19.5)

gdzie A jest malym, lecz dowolnym, parametrem pomocniczym. W praktyce oddziatywanie V'
czesto zawiera maly parametr. Natomiast operator W ma juz elementy macierzowe (energie —
wartosci oczekiwane) tego samego rzedu co hamiltonian niezaburzony H.

Zalozymy, ze znamy (potrafimy rozwiazac¢) problem wlasny dla hamiltonianu niezaburzone-

go. Przyjmiemy, ze Hy ma dyskretne widmo {Eq(lo) }, oraz stany whasne { | )}, gdzie indeks
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n numeruje poziomy energetyczne, zas indeks ¢ stany zdegenerowane, tj. wszystkie rézne stany,
ktore odpowiadaja jednej i tej samej energii Eflo). A wiec mamy

Holgh) = ED|lh). (19.6)

Odnotujmy, ze indeks n moze odpowiadaé¢ jednej liczbie kwantowej numerujacej stany, lub tez
pewnemu zbiorowi liczb kwantowych (a wiec n moze by¢ tzw. multiindeksem). Podobnie indeks
1, dla okreslonego n indeks ¢ ma g, réznych wartosci, czyli tyle ile wynosi krotnosé¢ degeneracja
poziomu energetycznego EY. Zgodnie z ogdlnymi zasadami wiemy, ze stany wlasne {|¢f )}
posiadaja niezbedne wtasnosci, tzn. tworza baze w rozwazanej przestrzeni stanéw i spelniaja
warunki ortonormalnosci i zupelosci

an

(Phl @l ) = Bij Oum, YD e enl = 1. (19.7)
n =1
Zapiszmy pelny hamiltonian w postaci

H=H(\) = Hy+\W, (19.8)

i przedyskutujmy w skrocie jego wlasnosci. Dla hamiltonianu (19.8) mozemy oczekiwaé, ze jego
stany 1 wartosci wlasne jakos beda zaleze¢ od parametru A. Wobec tego zagadnienie wlasne (19.1)
zapiszemy w postaci

HQA) [9(A) = EQ) [9(A))- (19.9)

Oczywiscie gdy A — 0 to H(\) = Hy, a wiec problem

z oddzialywaniem redukuje sie do problemu niezabu-
rzonego, tzn., do réwnania (19.6). Wobec tego, ocze-
kujemy, ze

B\ — BV,
dla A —0 (19.10)

[¥(N)) — | en)-

Schematyczny rysunek ilustruje przyktad rozwazanej

sytuacji. Gdy A = 0 (brak zaburzenia) kolejnym ener-
giom ET(lO) odpowiadaja niezaburzone stany wtasne ha-

miltonianu Hy. Energie E%O) i Eéo) sa niezdegenero-
) (0)

jest zdegenerowana trzykrotnie, zas§ F,
dwukrotnie. Zaburzenie (gdy A > 0) zmienia warto-

0
wane, Eé

§ci energii (hamiltonianem jest juz H(X), a nie Hy), a
Rys. 19.1: Energie zaburzone w funkcji pa- takze czesciowo usuwa degeneracje. Zaburzona energia
rametru A. Eéo) ulega rozszczepieniu na trzy podpoziomy i dege-
neracja zostaje usunieta. Natomiast w przypadku E Z(lo)
zaburzenie degeneracji nie usuwa. Zwréémy uwage, ze
dla pewnych wartosci zaburzenia moze sie pojawi¢ dodatkowa degeneracja. Tak dzieje sie dla
A= AL
Tak wiec problem nasz polega na znalezieniu (choé¢by przyblizonych) rozwiazan pelnego
zagadnienia wlasnego (19.9) dla hamiltonianu H(\) na podstawie znanych rozwiazan dla hamil-
tonianu niezaburzonego.
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Jedna z metod poszukiwania przyblizonych rozwiazan zagadnienia wtasnego (19.9) mozna
zaproponowaé¢ w nastepujacy sposob. Przyjmijmy, ze poszukiwane energie i stany wlasne mozna
rozwinaé¢ w szeregi wzgledem parametru A:

EN) = @4 ae® 4 a2e@ 4330 4o (19.11a)
W) = [6@D)+ A W) + XD ) + A @) - (19.11b)

gdzie wspotezynniki e®) oraz ]¢(’“) ) nie zaleza od parametru A. Celem poszukiwanego przybli-
zenia jest wyliczeniu poprawek — cho¢by tylko kilku wyrazéw rozwiniec.

Tu jednak powstaje pewna trudnos¢. A mianowicie nasz problem moze charakteryzowaé
sie degeneracja. Jesli E(\) przy A — 0 dazy do poziomu zdegenerowanego o energii EELO), to
ktoremu sposrod stanow | ¢f, ) odpowiada stan | #(9) ), do ktorego w mysl rozwiniecia (19.11b)
zbiega |1(A)).

Ze wzgledu na te trudno$é rozwazymy oddzielnie najpierw przypadek bez degeneracji, a
potem przypadek zdegenerowany.

19.2 Rachunek zaburzen dla stanu
niezdegenerowanego

19.2.1 Wprowadzenie

Rozwazamy teraz nastepujaca sytuacje. Stan |, ) jest jednym ze stanéw wlasnych niezabu-
rzonego hamiltonianu Hy. Odpowiada on energii Eq(lo) i jest niezdegenerowany (dlatego nie ma
gornego indeksu). A zatem piszemy

Holen) = EQ |on). (19.12)
Jak zmieni si¢ energia E oraz stan wlasny | ¢, ) pod wplywem zaburzenia V = A\W. Szukamy
rozwigzan dla pelnego zagadnienia wlasnego

[HO+)\W] |¢n()‘)> = En()‘)“/)n()‘)% (19'13)
takich, ze dla A — 0 zachodzi
E,(\) — B, | Un(A)) — [n). (19.14)

Tak jak to ogolnie omawialiémy, szukamy rozwiazan réwnania zaburzonego (19.13) w postaci
rozwinie¢ w szereg wzgledem parametru A, przy czym teraz jawnie zaznaczamy (za pomoca
dolnego indeksu n), ze szukamy poprawek do energii i wektora stanu okreslonego przez réownanie
wlasne (19.12). Analogicznie do rozwini¢¢ (19.11) mamy teraz

E,(A) = O 4 xtel 4322 4 330 4 (19.15a)
[Pa(N)) = o)+ A1 ¢ ) + 27 1@ ) + A3 o))+ (19.15b)

A priori ket \(b%o)) nie musi by¢ réwny rozwiazaniu niezaburzonemu |¢,, ). Jednak ze wzgledu
na relacje (19.14) oczywiste jest, ze dla A — 0 mamy

[9n(N) — [6)) = lon). (19.16)
(0)

W analogiczny sposob oczywiste jest, ze €y,° w (19.15a) odpowiada niezaburzonej energii wlasnej
z (19.12)

E,(\) — 0 = O (19.17)
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czyli niezaburzonej energii wlasnej z (19.12). Nalezy tutaj podkresli¢, ze w rozwinieciach (19.15)
traktujemy wielkosci 5%’0, oraz ]gf)g{)) dla k& > 1 jako poprawki, ktére po pomnozeniu przez
odpowiednie potegi parametru A sa mate. Taka interpretacja wymagaé wiec bedzie przynajmnie;j
jakiego$ uzasadnienia. Pojawia si¢ tu tez problem czy szeregi (19.11) sa zbiezne. Do dyskusji
tych probleméw wrocimy na zakoiiczenie. Na razie przyjmujemy, ze dalsze kroki sa sensowne i
uzasadnione.

Zwroémy jeszcze uwage, ze rownanie (19.13) okresla |9 (\)) z doktadnoscia do czynnika

fazowego. Aby okresli¢ ten czynnik zazadamy, aby poprawki ]¢£Lk) ) dla k£ > 1 byly ortogonalne

do rozwiazania niezaburzonego ]gb%o) ) =|®n). A wiec mamy warunek
(o 161)) = (onl o) = dor, k>0, (19.18)

co, wobec (19.16), od razu uwzglednia normowanie stanu niezaburzonego.
Warunek (19.18) mozna tez wprowadzi¢ inaczej. A mianowicie zazadajmy, aby rzut stanu
zaburzonego na stan niezaburzony byt unormowany do jedynki. Odpowiada to zgdaniu spelienia

relacji

(onltn(A)) = 1. (19.19)
Podstawiajac rozwiniecie (19.15b) otrzymujemy

1= (o) + A on |6) + X2 (0n [62)) + X (o [6 )+, (19.20)

co musi by¢ spelione dla dowolnego \. A wiec pierwszy czlon jest jedynka (¢, | gb%o)) =1,a
nastepne czlony musza znikaé¢ (¢, | qbgg)) = 0 dla k > 1. Zatem warunek (19.19) prowadzi do
tego samego rezultatu co bezposrednio narzucona relacja (19.18). Wnioskujemy wiec, ze warunki
(19.18) i (19.19) sa sobie rownowazne.

19.2.2 Formalizm matematyczny

Bierzemy rownanie (19.13) i podstawiamy rozwiniecia (19.15). Otrzymujemy
(Ho+ W) [ |6 ) + A1 ¢80 ) + 2% |6 ) + -]

= E AN TR o)+ A )+ X2 [ 6) + ] (1921)

W dalszym ciagu naszych obliczeri bedziemy na ogdt ograniczaé sie do wyrazoéw co najwyzej rzedu
A? (przypominamy, ze traktujemy A jako maty parametr). Wobec tego wymnazajac powyzsze
rozwiniecie dostajemy z doktadnoscia do A\?:

Ho | ¢) + M Ho | ¢} + N2 Ho |6 ) + X' W [ 67) + X2 W [9f))) =
= Do)+ D [0)) + 076l [0
FA D [0 )+ 02l o)) + 2% D) |40, (19.22)

Wyrazy pomini¢te zaré6wno po lewej jak i po prawej stronie powyzszego rOwnania zawieraja para-
metr A co najmniej w trzeciej potedze. Nastepnie po obu stronach réwnania (19.22) porzadkujemy
wyrazy przy jednakowych potegach .

Ho |¢0)+ N[ Ho | oWy + W [6D) ] + N[ Ho |62 ) + W o1 ]
= D16y + N[e? o1 + P60 )]

+ N[ ) + D |g)) + D ¢)]. (19.23)
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Rozwiniecia wzgledem parametru A musza mie¢ rowne wspotczynniki przy tych samych potegach
A. A wiec z (19.23) wynika ciag rownai

A0 Ho|g?) = o),
A Ho o)y + W [90) = @ gy 4D 40, (19.24)

N Hy|6) + W) = el o) + el [ol)) + e [of)).

Oczywiscie mozemy dalej konstruowaé¢ analogiczne réwnania (dla wyzszych poteg parametru \),
lecz w praktycznych zastosowaniach ograniczenie si¢ do powyzszych czlonéw jest najzupelniej
wystarczajace.

Zapiszmy jeszcze uklad rownan (19.24) w postaci wygodnej do dalszych obliczen

(Ho =)o) = o, (19.25a)
(Ho— e o)+ (W —eM)[o7) = o, (19.25b)
(Ho—eM)[¢D )+ (W =)V ) P [¢7) = 0. (19.25¢)

Od razu zauwazamy, ze wobec (19.16) i (19.17) réwnanie odpowiadajace czlonowi rozwiniecia z
dok}adnoscig do A\° odpowiada réownaniu niezaburzonemu (19.6), a wiec nie wnosi nic przydatnego
do obliczen poprawek.

Nietrudno jest uogdlni¢ nasze rozwazania i wypisa¢ rownanie rzedu k (tj. odpowiadajace
wyrazom przy ). Zawiera ono poprawki do rzedu k wlacznie i ma postaé

(Ho — e[y + (W — )| o1
@ [FD ) — @ |3y — o B0 = . (19.26)

Zwroémy uwage, ze w kazdym ze sktadnikéw tego réwnania suma goérnych indekséow numeru-
jacych rzedy poprawek zawsze wynosi k. Cecha ta przystuguje takze dalszym relacjom wypro-
wadzonym ze wzoru (19.26). Dlatego tez jest pomocna przy sprawdzaniu poprawnosci kolejnych
krokow naszego wyprowadzenia. Oczywiscie rownania (19.25) stanowia szczeg6lne przypadki wzo-
ru (19.26), odpowiednio dla k = 0, k = 1 oraz dla k = 2. Réwnania (19.26) wraz z warunkiem
ortogonalnosci (19.18) lub (19.19) odgrywaé beda zasadnicza role w dalszych obliczeniach pro-
wadzacych do wyrazen dla kilku pierwszych poprawek eglk) do energii, a takze poprawek |(;57(1k) )
do wektora stanu.
Dalej prowadzac nasze rozwazania, przypomnijmy, iz przyblizenie rzedu zerowego

[60) =lon), oraz el = EY, (19.27)

jest juz nam znane (por. (19.16) i (19.17)). Natomiast poprawki \(b%k)} dla & > 1 mozemy
roztozy¢ w bazie wektoréw {|¢7 )}, bowiem sa to (z zalozenia) stany wlasne niezaburzonego
hamiltonianu Hy, ktore tworza, baze w przestrzeni stanéw. A wiec mamy

gm . .
(600 = D" D leh ) {eh160), (19.28)
m#n j=1

gdzie pominelismy w sumie czlon m = n, ktory ze wzgledu na relacje ortogonalnosci (19.18) i
tak nie daje wktadu. Stany |/, ) przy m # n moga by¢ zdegenerowane, z czego zdaje sprawe
gorny indeks. Stwierdzamy, ze wyznaczenie poprawek |¢)7(1k) ) do wektora stanu | ¢, ) sprowadza

si¢ do obliczenia wspotczynnikéw ( 7 | gb%k) ) w rozkladzie (19.28) dla indeksow m # n.
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Dalsza analize problemu opieramy na rownaniu (19.26). Pomn6zmy to réwnanie lewostronnie
przez { ¢!, |. Otrzymamy wtedy

(0 |(Ho =) [ 007 ) + (o |(W = D)6V

—eD (o | 6F72) = e (@l 160 ) = - =@l 10)) = 0. (19.29)
Poniewaz hamiltonian niezaburzony Hy jest hermitowski, a (@7, | jest sprzezeniem stanu wlasnego

(0)

odpowiadajacego energii Fp,’, wiec dostajemy

(B = ED)(om [600) + (@ | W 7Y)

—e (ol [0V ) =D (@l D) = - =l (gl ]o)) = 0. (19.30)

Wygodnie jest zapisa¢ powyzszg formute w postaci
(B = ED (@ 10)) = = (0l WD)+ P (g [ 6577). (19.31)
p=1

Zauwazmy, ze w sumie kazdy ze sktadnikow ma gorne indeksy dodajace sie do k (tak jak to by¢
powinno), bowiem po lewej stronie réwnania wystepuje wspolczynnik (| gb%k) ) — obliczany w
k-tym rzedzie.

Zbadajmy teraz rownanie (19.31) dla dwoch przypadkéw m = n oraz m # n.

W pierwszym przypadku, to jest dla m = n, mamy oczywiscie (¢! | = (¢, | (indeks i staje
sie zbyteczny, bo z zalozenia badamy poziom niezdegenerowany). Czlon zawierajacy roznice
energii znika, zatem z (19.31) mamy

k
(on | W{oED) = 3 eP(pn| o). (19.32)
p=1

Ze wrzgledu na wybrany warunek (19.18) widzimy, ze za wyjatkiem czltonu k = p, wszystkie
pozostate sktadniki sumy znikaja. Otrzymujemy zatem

(on | W ]oE1) = B (g, |¢D). (19.33)

Poniewaz| ¢$?) ) = |wn) (por. (19.27)) wiec iloczyn skalarny po prawej, to po prostu jedynka. A
zatem

eF) = (pn | WD), (19.34)

n

(k)

A wiec do obliczenia poprawki €, rzedu k do energii stanu niezdegenerowanego potrzebujemy
poprawki rzedu (k—1)-szego do wektora stanu. Fakt, ze poprawka k-tego rzedu do energii wyraza
sie poprzez poprawki do wektora stanu w rzedzie o jeden nizszym ma, jak wida¢, ogélny charakter.
Z tego tez wzgledu w praktycznych problemach poprawki do wektora stanu obliczamy zazwyczaj
w rzedzie o jeden nizszym niz poprawki do energii.

Zobaczmy teraz jak obliczy¢ poprawki do wektora stanu. W tym celu trzeba skorzystaé
ze wzoru (19.28), a wiec obliczy¢ wspotezynniki (| <]5§1k)> przy m # n. Aby tego dokonaé
postuzymy sie ponownie rownaniem (19.31), z ktorego wynika

i (k-1 k (p)
iy em W ) En i (k—p)
(o |6 et Y (6. (19.35)
m n p=1 m n
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Ostatni czlon sumy (w ktorym p = k) zawiera czynnik (o, | P ). Na mocy relacji (19.27)
|¢£LO)> = |n ), za$ powstaly tak czynnik (iloczyn skalarny) (%, |¢n) = 0. co wynika to z
(19.7), poniewaz tutaj m # n. A wiec suma w (19.35) przebiega efektywnie do k£ — 1, czyli mamy

. W (k—1) - p)
(o |oF)) = - W”;l) |q; ) Z (b [P, (19.36)

Widzimy wiec, ze do obliczenia wspotezynnikéw (ot | ¢$ﬁ> ) okreslajacych wedtug wzoru (19.28)
poprawke rzedu k do wektora stanu potrzebujemy poprawek nizszych rzedéw. Obliczajac te
wspotezynniki wedlug powyzszego wzoru, podstawiamy je nastepnie do wzoru (19.28) i w ten

sposob znajdujemy poprawki | ¢£Lk) ) do wektora stanu w postaci

k-1 (») }
60y =~ 3 Z = { 80m|I;V_|¢n(O) ) ZL(O) <(p£n’¢%k‘—p)>}. (19.37)

0
m#n j=1 p=1 EY — Ef

Ogolne rownania (19.34) oraz (19.37) stanowia zakoriczenie formalnej analizy problemu zaburzo-
nego. Wskazuja one, ze procedura obliczenn ma charakter sukcesywny. Poprawki rzedu zerowego
znamy, (patrz rownania (19.27)), sa to po prostu wartosci i stany wlasne dla zagadnienia nieza-
burzonego. Za ich pomoca mozemy zbudowaé¢ poprawki pierwszego rzedu, nastepnie drugiego, i
tak dalej. Zilustrujemy te procedure obliczajac poprawki pierwszego i drugiego rzedu.

Uwaga terminologiczna

Na zakoniczenie ogdlnych rozwazani wyjasnijmy pewna kwestie terminologiczna. Obliczone tu-
taj poprawki ¥ oraz ]¢£lk)> sa poprawkami w sensie rozwinie¢ (19.11) lub (19.15). Faktyczne
(k)

poprawki do energii i wektora stanu znajdziemy mnozac ey, 1 | qbglk) ) przez AF. A zatem
Ef) = Xel?, [9) = A 1e). (19.38)
(k)

Poprawki &, oraz ]¢$Zk) ) zaleza od elementoéw macierzowych operatora W = V/X (por. (19.5)).
Wymnozenie jak w powyzszych wzorach doprowadzi do tego, ze koricowe wyniki dla poprawek
Eflk) i @b?(f) ) nie beda zaleze¢ od W lecz od V — wyjsciowego zaburzenia. Parametr \ za$ wszedzie
sie poskraca, w tym sensie jest to parametr pomocniczy. Wtedy tez energia wlasna i stan wtasny
pelnego hamiltonianu wyraza sie przez szeregi

E,(A) = EY +EP+EP +EP + - (19.39a)
10a(N)) = [+ D)+ [P + 9P )+ (19.39D)

przy czym \1#7(10)) = | ¢n) co wynika z (19.16) i (19.38). Wyrazy szeregu zaleza od wartosci i
stanéw wtasnych hamiltonianu niezaburzonego oraz od operatora oddziatywania V.

19.2.3 Poprawki pierwszego rzedu
(0)

Poprawki pierwszego rzedu do energii Ey ’ 1 do wektora stanu | ¢, ) obliczamy ze wzoréw (19.34)
i (19.37) kladac w nich k£ = 1. Dla energii, z (19.34) otrzymujemy od razu

eV = (o |W (D) = (00| W|epn), (19.40)

gdzie skorzystalismy z relacji (19.27). Mnozac obie strony przez A i podstawiajac W = V/A, w
mys$l relacji (19.38) mamy

EY = <§0n|v|‘10n>' (19'41)

n
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Poprawka 1-ego rzedu do energii wyraza si¢ wiec przez element macierzowy operatora zaburzenia
obliczony na stanach | ¢y, ).

Poprawka pierwszego rzedu do wektora stanu wynika z (19.37), przy czym widzimy, ze dla
k =1 suma po p nie daje wktadu. Wobec tego

W
o)y =— 3" Z |, “Om‘ \¢(0) ) (19.42)
m#n j=1 — En

Korzystajac z (19.27), mnozac stronami przez A i podstawiajac W = V/A, zgodnie z (19.38)
dostajemy poprawke do wektora stanu

) =~ X5 Ik Al VLEn), (19.43
m#n j=1 Em En

(0)

Wobec tego, mozemy dla niezaburzonego (niezdegenerowanego) stanu | ¢,, ) i dla jego energii Ey,
napisa¢ wyrazenia "poprawione" w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen

E, = EY + (%!Vmﬁ (19.44a)
ol NV | on

[Yn) = len)— Y Z | ol —’ | B0 ) (19.44D)
m#n j=1 Ey

Oczywiscie drugie cztony po prawej stronie powyzszych rownan stanowia poprawki pierwszego
rzedu rachunku zaburzen do wielkosci niezaburzonych.

Zwr6¢my w tym miejscu uwage na problem normowania. Z ortonormalnosci stanéw wtas-
nych niezaburzonego hamiltonianu i ze wzoru (19.44b) tatwo obliczy¢ kwadrat normy stanu |, )
znalezionego w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen

V |on
1) 12 = (o [0) =1+ zz ] Lj”))”, (19.45)
m#n j=1

bowiem cztony "mieszane" znikaja, ze wzgledu na relacje ortonormalnosci (19.7). Widzimy wiec,

e "poprawiony" w pierwszym rzedzie stan wlasny pelnego hamiltonianu jest nieunormowany.
Oczywiscie po obliczeniu normy wedlug powyzszego wzoru nie ma zadnego problemu w skon-
struowaniu stanu unormowanego

| ¥n )
) |

Stan z "tylda" jest w ewidentny sposoéb unormowany, wobec tego mozna sie nim postugiwaé¢ w

|0 ) — [Pn) = (19.46)

roznorakich obliczeniach (np. $rednich, czy tez wartosci oczekiwanych), w ktorych niezbedna jest
znajomos$¢ unormowanego stanu wlasnego pelnego hamiltonianu (z doktadnoscia do pierwszego
rzedu rachunku zaburzen).

Dalsza dyskusje rozwiazan uzyskanych w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen, przeprowa-
dzimy dalej, po wykonaniu obliczenn w rzedzie drugim.

19.2.4 Poprawki drugiego rzedu

Poprawka do energii w drugim rzedzie rachunku zaburzen wynika ponownie ze wzoru (19.34)
wzietego tym razem dla k = 2.

€@ = (o |W]el), (19.47)

n
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gdzie podstawiamy \¢$}) ) wedlug wzoru (19.42). W rezultacie otrzymujemy

<90m‘W‘90n ‘(‘Pn’W’(PgnHz
ZZ on | W Il ZZ . (19.48)
m#n j=1 0) E(O m#n j=1 E7§LO)_E7(79)

Mnozac obie strony przez A2 i zastepujac W przez V/A, w my$l (19.38) otrzymamy

gm n Vv gn 2
22 H@«L) IS0(0)” ' (19.49)
mn j=1 En’ — Em

Poprawka 2-ego rzedu do energii stanu niezdegenerowanego wyraza sie przez kwadrat elementu
macierzowego operatora zaburzenia. Mozna udowodnié, ze poprawki k-tego rzedu do energii beda
sie wyrazaé przez k-ta potege elementu macierzowego zaburzenia V.

Obliczenia poprawki drugiego rzedu do wektora stanu sa niestety nieco zmudniejsze. Ze
wzoru (19.37), dla k = 2 widzimy, ze suma ma jeden sktadnik. A wiec mamy

I - i 1w el ey
D) = iy { e WlonT) ) Lehlon)

gdzie znéw musimy podstawié | ¢£L1) ) — poprawke rzedu pierwszego dana w (19.42), oraz poprawke

59) dana w (19.40). Uzyskujemy dos¢ ztozony rezultat

wer ZZI% {Zfﬁ <%|W|s(0§;> (05 | W [ @n)

0 0 0
mtn j=1 e (BY ) (B - EY)

<30n|W|S0n i <30;;|W||>>90n
— —— o @ . (19.51)
ey S tehlen) g

Z relacji ortonormalnosci (19.7) wynika, ze w drugiej linii mamy (| goé) = Omplij, a wiec
zostaje z niej tylko jeden czton. Wobec tego dostajemy

(on| W lon) (0| W ]en)
|6 ZZ | ) { - 0 0)r 2
m#n j=1 (Eﬁn)_Er(z))

& (W e) (e W en)
+ Yy A P D : (19.52)
i (B - EY) (5 - EY)

Oczywiscie, zgodnie z (19.38) mnozac stronami przez A? i zastepujac W = V/), otrzymamy
poprawke drugiego rzedu do wektora stanu w postaci

5352 ) { - <@%1\vrwn>_é§?)rzvm>

0
m#n j=1 (Er(n)

Zo (el VIep) (@l VIen)
Y P L . (19.53)
aim (B - B (B - EY)

Formuta ta, choé¢ poprawna, ze wzgledu na swoja ztozonos¢ jest w praktyce rzadko stosowana
(chyba ze w obliczeniach numerycznych).
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Teraz mozemy wypisaé energie i wektor stanu "poprawione" w drugim rzedzie rachunku
zaburzen. Formuly (19.44) uzupelniamy poprawkami drugiego rzedu (19.49) i (19.53) i otrzymu-

Jjemy
9gm i 2
en |V 1eh)
Ba= EO + (o Vign) + 3 50 LtenlVIenlf (1954
m#n j=1 En’ — Em

oraz wektor stanu

o . .
; (b [V |on) (b [V en){on|V]en)

wn = |¥n + @?n - -

[¥n) = Tn) mZ;,EnJZ:l‘ >{ E,S?)—E,(P) (BY — ED)?

\V!%ﬂ%\‘/!%)
%; EO)(EO _ £0) } (19.55)

Ponownie wr6¢my do problemu normowania. Struktura stanu wlasnego hamiltonianu zaburzo-
nego w drugim rzedzie jest podobna jak w rzedzie pierwszym (por. rownanie (19.44b)). Z (19.55)
mamy bowiem

gm
|Un(N) =lon)+ D l¢h,) AL, (19.56)

m##n i=1

gdzie wspotczynnik A!  jest po prostu wyrazeniem w nawiasie klamrowym po prawej stronie
wzoru (19.55). Z ortonormalnosci niezaburzonych stanéw wtasnych wynika

b)) 1P = (n(A) [¢n (X)) =1+ ZZ\A (19.57)

m##n =1

przy czym kazdy ze skladnikow | A%, |? jest mocno skomplikowany. Jednakze, podobnie jak w
rzedzie pierwszym, jesli chcemy wykonywaé praktyczne obliczenia $rednich (wartosci oczekiwa-
nych) to niestety, mimo zmudnosci rachunkéw, musimy przeprowadzi¢ normowanie. Nie jest to
trudne, choé¢ technicznie ztozone.

Na tym konczymy konkretne obliczenia poprawek do energii i wektora stanu zaburzonego
zagadnienia wlasnego (19.13). Obliczen w trzecim rzedzie rachunku zaburzen juz nie prowadzimy.

19.2.5 Dyskusja uzyskanych rezultatow

Rozwazmy przede wszystkim poprawke drugiego rzedu do energii, dana w (19.49), lub jako trzeci
czton po prawej stronie wzoru (19.54)

S (enl Vi) 1958)

m#n j=1 ET(LO) - Er(r?)

Na wstepie wspominalismy, ze oddzialywanie ma byé¢ mate. Mozemy teraz nieco doktadniej sfor-
mutowaé to zadanie. Z powyzszego wzoru jasno widaé, ze poprawka bedzie mala, jesli tylko
elementy macierzowe oddziatywania beda mate w poré6wnaniu z réznicami energii charakteryzu-
jacymi uktad niezaburzony.

Analizujac rownania (19.34) i (19.37) nozna tatwo stwierdzi¢, ze poprawki wyzszych rzedow

2)

beda mieé strukture matematyczna podobna do EEL , tzn. beda ilorazami elementéw macierzo-

wych oddziatlywania przez "mianowniki energetyczne". A wiec przy spetnieniu warunku

(on | V @) < [ED — BEQ), (19.59)
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mozna mieé¢ nadzieje, ze szeregi perturbacyjne (19.11) lub (19.15) beda zbiezne. Sciste zbada-
nie zbieznosci jest ogromnie trudne. Okazuje sie, ze warunek typu (19.59) na ogdl wystarczy
jedynie do zapewnienia tzw. zbieznosci asymptotycznej. Nie bedziemy wchodzi¢ w niuanse mate-
matyczne. Zadowolimy sie stwierdzeniem, ze przy spelnieniu warunku (19.59) przynajmniej kilka
pierwszych rzedéw rachunku zaburzen daje doskonale przyblizenia rzeczywistych (eksperymen-
talnie mierzonych) wartosci.

) Eﬁ,?) |, tym wieksze sa poprawki

w drugim rzedzie. Jezeli ponadto EY(LO) > Ey(,?) to poprawka jest dodatnia. Wiec F,, = EELO) + E7(L2)

" . . . e . 0
Zwr6émy uwage, ze im mniejsza jest réznica energii |E7(1

wzrasta. Co wiecej, poprawka rosnie, gdy energia Ey(,?) zbliza sie do EY(LO) (od dotu, bo jest mniejsza
niz Er(lo)). A wiec w miare zblizania sie EY 4o EY (od dotu) poprawka rosnie podnoszac

)

ze oddziatywanie V sprawia, iz poziomy sie "odpychaja". Analogiczne "odpychanie" ma miejsce,

ET(lO), tym samym (przynajmniej czesciowo) niwelujac wzrost E7(7g . Mozemy zatem powiedzie¢,
gdy EY(LO) < Ey(,?) i poziom EY(,?) zbliza sie do EY(LO) od gory.

Spréobujmy teraz dokonaé oszacowania poprawki E7(L2). Niech AE©) oznacza bezwzgledna
warto$¢ najmniejszej z roéznic EELO) — E,(fj), czyli wiec

AE® < |EQ — EO)], (19.60)
Zastepujac w (19.58) mianowniki czyms$ mniejszym ulamek powiekszamy, a wiec mamy oszaco-
wanie

@) 1 Im . .
By | = ARO S {enl VI ) (Dl 1V Ion). (19.61)

m#n j=1

Gdyby w sumie nie brakowalo cztonu zawierajacego operator rzutowy | ¢, ) (¢n |, (W ktorym nie
ma indeksu i, bo jest to poziom niezdegenerowany), to mielibySmy w $rodku relacje zupetosci
V]en){(on|V]en). Grupujac jeden z nich wraz
z pozostala suma, korzystamy z relacji zupetnosci. W ten sposob z relacji (19.61) otrzymujemy

1

(19.7). Mozemy jednak dodac¢ i odja¢ czton (¢,

ED| < po Kenl V2 on) = {¢n|VIen)?]
1
= <go K V) = (V)] (19.62)
Rozpoznajemy kwadrat dyspersji oddziatywania V' w stanie niezaburzonym
o (V)
E?)| < N OR (19.63)

Uzyskane oszacowanie pozwala nam inaczej sformutowaé warunek matosci zaburzenia. Uznajemy,
ze rachunek zaburzen jest stosowalny (daje dobre wyniki) gdy dyspersja oddzialywania jest mata
w poréwnaniu z réznicami energii charakteryzujacymi uktad niezaburzony.

19.2.6 Rachunek zaburzen dla stanu niezdegenerowanego.
Podsumowanie

e Szukamy przyblizonego rozwigzania zagadnienia wtasnego

H|y) = (Ho+V)|), (19.64)

ktorego nie umiemy (nie mozemy) rozwiaza¢ w sposob $cisty. Zaktadamy, ze przy braku
zaburzenia, rozwigzania zagadnienia wlasnego niezaburzonego

Holgh,) = EW|¢h,), (19.65)
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znamy. Maja one wszelkie niezbedne wlasnosci (ortonormalnosé, zupetnosé, itp.). Rozwia-
zania problemu zaburzonego (19.64) poszukujemy w postaci rozwinie¢ (szeregéw perturba-

cyjnych)
En = EY+ED+EY+EY + - (19.66a)
) = 190+ M)+ [v@ ) + [P )+ (19.66b)

(0)

Szukamy poprawek do energii Ey,”, o ktorej zaktadamy, ze jest niezdegenerowana. Odpowia-
da jej jeden i tylko jeden wektor stanu | ¢y, ), (indeks ¢ oznaczajacy degeneracje pomijamy,
bo jest on tu zbyteczny).

o W rzedzie zerowym rachunku zaburzeil rozwiazaniami sg po prostu rozwigzania niezabu-
rzone EY) oraz ]wﬁlo)> = |n).

e W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen poprawki wyrazaja sie wzorami

EY = (en|V \ on ), (19.67a)
1 (Pm ‘ 4 ’ “n >
XSRS Z | —E(O) : (19.67D)
m#n =1 n
e Poprawki w drugim rzegdzie rachunku zaburzeri dane sa wzorami
2) @n | V | ‘Pm >‘
EP = > Z o (19.68a)
m#n i=1 Er
gm < i
: P |V Ion) (on |V Ion)
9D) = 3D lem) -
m#n i=1 (ET(S) - E7§LO))2

VvV J 14 n
ZZ | |(s§§;><¢p0|) |900)> , (19.68b)
p#n j=1 -5 (B - EV)

e W praktyce na ogoét ograniczamy sie¢ do druglego rzedu przy obliczeniach energii, i do
pierwszego rzedu przy obliczeniach wektora falowego

e Przypominamy, ze wektor stanu |, ) obliczony czy to w pierwszym, czy w drugim rzedzie
jest nieunormowany. Jezeli chcemy obliczaé¢ $rednie (lub wartosci oczekiwane) to nalezy
przeprowadzi¢ normowanie. Nie jest to trudne, choé¢ bywa technicznie zmudne i skompli-
kowane.

19.3 Rachunek zaburzen dla stanu zdegenerowanego

19.3.1 Wprowadzenie

W poprzednim podrozdziale badaliémy wptyw oddziatywania — zaburzenia na stan wtasny hamil-
tonianu niezaburzonego Hy. Zaktadalismy przy tym, ze stan ten (oznaczaliémy go przez | ¢, )) byl
niezdegenerowany, tzn., ze byl jedynym stanem odpowiadajacym energii EELO . Dopuszczali$émy
jednak mozliwosé, ze inne stany (odpowiadajace energiom Ef,g), (m # n) mogly by¢ zdegenero-
wane.

Znow rozpatrujemy problem zaburzony, tj. hamiltonian (19.8). Tym razem jednak do dalszej
analizy wybieramy sposréd stanéw wlasnych hamiltonianu Hg poziom energetyczny o energii
ET(LO), ktory jest zdegenerowany. Poziomowi temu odpowiadaja stany wtasne

| b)), gdzie i=1,2,3,..., gn, (19.69)
przy czym g, > 1 jest krotnoscia degeneracji rozwazanego poziomu. Tak wiec poziomowi Eéo)
odpowiada podprzestrzen stanéw H,, o wymiarze dim H,, = gy.
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Oczekujemy, ze zaburzenie czesciowo (lub nawet catkowicie) usunie degeneracje. Oznaczymy
wiec przez Fnq(\) energie — wartosci wlasne pelnego hamiltonianu H (), ktore maja wlasnosci

Ena()‘) # Enb()‘) gdy a#b,

Ena(\) — EO) dla kazdego a, gdy A — 0. (19.70)
Zaktadamy wiec, ze pod wplywem zaburzenia poziom Eq(lo) zostanie rozszczepiony na podpo-
ziomy o energiach E,,()), numerowane przez dodatkowy indeks a przebiegajacy zbior a =
1,2,3,..., A, przy czym oczywiscie A < g,. Kazdy spoéréd omawianych podpozioméw mo-
ze nadal byé¢ zdegenerowany. Krotnosé degeneracji podpoziomu o numerze a oznaczymy przez
Ja- Speiony musi by¢ warunek Zle Ja = gn. Jesli A = g, to wszystkie g, = 1, i degeneracja
jest wtedy catkowicie usunicta.

Rozwiazan zagadnienia wlasnego dla pelnego hamiltonianu (19.8) szukamy w postaci

[9) =1¥(A)) = [¥na(N)) (19.71)

Trudno$é¢ jaka sie tu pojawia polega na tym, ze nie wiadomo do czego powinny zbiegaé kety
| na(N) ) przy A — 0. Wynika to stad, ze dowolna kombinacja liniowa >-9" o] ¢% ) jest wekto-
(0)

rem wlasnym niezaburzonego hamiltonianu Hg odpowiadajgcym energii Frn . A wiec do jakiej
kombinacji takiego typu ma zbiegaé¢ ket | 1),,4(A)) — nie wiadomo.

19.3.2 Formalizm rachunku zaburzen z degeneracja

Analizujemy problem podobnie jak poprzednio, tzn., postulujemy rozwiniecia dla E,,(\) i dla
| Yna(N) ) w szereg wzgledem parametru pomocniczego A. Postepowanie takie jest w pelnej analo-
gil z rozwinieciami (19.15a) i (19.15b) dla przypadku bez degeneracji. Tym razem jednak wyrazy
rozwinieé¢ sg opatrzone dodatkowym indeksem a. A wiec teraz piszemy

Ena(\) = BEO 4 A1) 43200 4. (19.72a)
[Pna(N)) = [0 + A ) + A2 (@) + - (19.72b)

(0)

W rozwinieciu dla energii od razu potozyliémy czton zerowy epg = Eq(lo), co wynika z zastosowania
drugiej z relacji (19.70) do szeregu (19.72b). Indeksy a numerujace podpoziomy moga przebie-
gaé rozne (coraz wigksze) zbiory wartosci wraz ze wzrostem rzedu poprawek. Moze si¢ bowiem
okazaé, ze w pierwszym rzedzie (tj. dla poprawek el ] ¢$.2 )) degeneracja nie zostanie usunieta
catkowicie. W nastepnym rzedzie moze by¢ ona znowu usunieta tylko czesciowo. Wiec dla wyz-
szych rzeddéw zakres zmiennosci indeksu a moze si¢ powickszaé. Fakt ten prowadzi do znacznych
komplikacji. Nie bedziemy jednak tego tutaj bada¢. Ograniczymy sie do poprawek co najwyzej
rzedu pierwszego. Omawiany problem czesciowego usuwania degeneracji przedyskutujemy dalej
tylko w odniesieniu do rzedu zerowego i pierwszego. Zostawimy wiec ten problem poza naszymi
rozwazaniami, choé¢ pamictaé nalezy, ze zakres a moze zaleze¢ od rzedu poprawek.

Przy dyskusji przypadku bez degeneracji pomocna byla relacja graniczna (19.16). Jak wspo-
minalismy wyzej, dla sytuacji z degeneracja nie mamy takiego przejscia granicznego. Zamiast
tego przyjmiemy, ze zerowy czlon rozwiniecia (19.72b), do ktorego zbiega stan |1y,q(\)) przy
A — 0, wyraza si¢ jako kombinacja liniowa (wzgledem indeksu i) stanéw | ¢%, ) odpowiadajacych

niezaburzonej energii Eq(lo). Czyli szukamy unormowanego przyblizenia zerowego | ¢£3,) ) w postaci

gn In
%) = > Caild),  pzyeym Y |Cul’ = 1. (19.73)
i=1 =1
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Zwracamy uwage, ze wspotczynniki Cp; moga (co zreszta wyraznie zaznaczamy) zalezeé¢ od in-
deksu a, to znaczy, kombinacje liniowe (19.73) moga by¢ rézne dla réznych podpozioméw nu-
merowanych przez indeks a. Oczywiscie stoi przed nami problem wyznaczenia wspotczynnikow
Cy; kombinacji liniowej (19.73). Ponadto chcemy, aby powyzsza kombinacja liniowa byta jedno-
znaczna (o ile to mozliwe).

Odnotujmy fakt, ze postulat (zalozenie) (19.73) sprawia, ze stany ]¢§32 ) sa automatycznie
stanami wlasnymi hamiltonianu niezaburzonego. Istotnie (por. (3.49))

gn gn
Ho|oQ) = > CauHolylh) = > Cu ED 48y = EQ Q). (19.74)
i=1 i=1
Rzeczywiscie wiec stany \(]5532 ), 1 to dla kazdego a =1, 2, 3, ..., A, odpowiadaja niezaburzonej

energii wlasnej EY(LO). Jest to intuicyjnie zgodne z interpretacja standéw |¢7(1%)> jako rozwiazan
zerowego rzedu, tj. takich dla ktorych A = 0, a wiec zaburzenie znika.

Badajac problem zaburzenia stanu niezdegenerowanego postugiwalisémy sie warunkiem orto-
gonalnosci (19.18) lub (19.19). Tutaj postepujemy podobnie. Zadamy, aby spetiony byt dodat-
kowy warunek

() [hna(N)) = 1. (19.75)

Jesli teraz podstawimy rozwiniecie (19.72b) zamiast keta | 1pnq(A) ), to stwierdzimy, ze warunek
(19.75) pociaga za soba

(6O "y =0, dla  k>1, (19.76)

czyli ortogonalno$é¢ poprawek do przyblizenia zerowego. Jednak, ze wzgledu na rozklad (19.73)
warunek ten nie oznacza, ze poprawki sa ortogonalne do stanéw niezaburzonych | ¢ ). Nie ma
bowiem powodéw, aby kombinacja liniowa (19.73) wstawiona do relacji (19.76) miata dawaé zero.

Dalsze obliczenia sa w duzej mierze podobna do przypadku bez degeneracji. Rozwiniecia
(19.72) wstawiamy do zagadnienia wlasnego dla zaburzonego hamiltonianu (19.8). Krok ten jest
analogiczny do sposobu, w jaki uzyskalismy rownanie (19.21). Jedyna roznica (jak dotad) polega
na obecnosci dodatkowych indekséw a zdajacych sprawe z dopuszczalnej degeneracji. Uporzad-
kowanie rozwinieé, a nastepnie przyréwnanie wyrazéw przy jednakowych potegach parametru
A, prowadzi do rownan praktycznie takich samych jak rownania (19.25). Nie ma wiec potrzeby
powtarzania tej procedury. Postepowanie takie prowadzi teraz do uktadu réwnan

(Ho— ED)[¢)) = 0, (19.77a)
(Ho— ESNI %)) + (W —<liD)16{)) = o, (19.77D)

Rownanie (19.72a) jest rownaniem wiasnym (19.74), nie wnosi ono zadnych nowych informacji.
Tu jednak koncza sie analogie z przypadkiem bez degeneracji.

Przechodzimy do analizy réwnania (19.77b). Przemnézmy je lewostronnie przez bra (¢ |
— sprzezenie jednego sposréd stanéw wlasnych niezaburzonego hamiltonianu odpowiadajacych
energii EnO . W rezultacie otrzymujemy

(00l (Ho— ED)|6d) + (on |(W —eld)[of)) = 0. (19.78)

Pierwszy czton znika, bowiem (¢!, |Hy = Y (! | (energie w nawiasie si¢ znosza). Zostaje wiec

nam

(Ph (W —elol)) =0 (19.79)

a
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Podstawiamy teraz kombinacje liniowa (19.73) zamiast keta | wq(loa) ). Dostajemy wtedy

an

YA (W=l @h) Caj = 0 (19.80)
j=1

Rownanie (19.80) pelni kluczowa role, wiec doktadnie je przeanalizujemy. Glownym naszym celem
jest wyznaczenie (i to w sposob jednoznaczny, o ile to mozliwe) wspotczynnikow C; okreslajacych
zerowe przyblizenie wedtug wzoru (19.73).

Przede wszystkim zauwazmy, ze rownanie (19.80) stanowi tak naprawde uktad g,, rownan
numerowanych indeksem i = 1,2, ...,¢, (bo tylokrotna jest degeneracja poziomu Eq(lo), ityle
jest stanéw wlasnych | ¢f ). Dalej wiec méwimy juz o uktadzie réwnan (19.80). Kontynuujac,

rozpisujemy element macierzowy w réwnaniach (19.80)

gn
>[I Wleh) —eS(ehleh) | Co = 0. (19.81)
j=1

Korzystamy z relacji ortonormalnosci (19.7) stanéw wlasnych Hg i dostajemy

gn

> [{enlWigh) el o] €y = 0. (19.82)
j=1

Wprowadzamy teraz macierz o wymiarze g, X gn, zwang macierza zaburzenia

WE = (en | Wlel). (19.83)

Wobec tego nasz ukltad réwnan (19.82) wyglada teraz tak

m o
S [wiE -l sy | Coy = 0. (19.84)
j=1

Jest to uklad réwnan liniowych jednorodnych wzgledem nieznanych wspotczynnikow Cg; kom-
binacji liniowej (19.73), definiujacej zerowe przyblizenie rozwiazania badanego zagadnienia.

19.3.3 Dyskusja macierzy zaburzenia

Rownanie (19.84) i macierz zaburzenia (19.83) stanowia podstawowe narzedzia analizy proble-
mu zaburzenia stanu zdegenerowanego. Poswiecimy im teraz wiele uwagi. Zapiszmy roéwnanie
(19.84) inaczej, a mianowicie pomndzmy obie jego strony przez \. Zamiast elementu macierzowe-
go operatora W bedziemy mieé¢ V' i zamiast poprawki 6%) odpowiednia poprawke energetyczna
Efd

gn 3 , ,

> Vil Coj = ER Cai, gdzie Vi = (ehIVIeh). (19.85)

na
j=1

co ponownie jest ukladem g, réwnan (numerowanych indeksem 7). Rownania te maja postaé
zagadnienia wlasnego dla macierzy zaburzenia V(Z . Wartosciami wtasnymi sa poprawki pierw-
szego rzedu do energii, sa one numerowane indeksem a, indeks n jest ustalony przez wybor
poziomu, dla ktorego liczymy poprawki. Odpowiednie wektory wlasne (tez numerowane indek-
sem a) sa zbiorami wspotczynnikow rozktadu przyblizen zerowych wektora stanu na stany wlasne
niezaburzonego hamiltonianu. Taka interpretacja rownania (19.85) wymaga pewnych wyjasnien.
Podamy je, przy czym jednoczesnie bedziemy budowaé¢ procedure obliczen i sposéb konstrukeji
poszukiwanych rozwigzan.
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1. Biorac stany | ¢% ), (i = 1,2,...,g,) dla zdegenerowanego poziomu o energii Ey(lo) (stany
wlasne hamiltonianu niezaburzonego) budujemy macierz zaburzenia
Vi = (enlVien), (19.86)
ktora ma wymiar (g, X gn).

2. Tworzymy i rozwigzujemy formalne zagadnienie wtasne dla macierzy zaburzenia

é.%a) Ea)
Vi | = pa | - (19.87)
&6 %
Znajdujemy warto$ci wlasne p,, oraz odpowiadajace im g,-wymiarowe wektory wtasne,
tzn. kolumny (f%a), §§a), cee g(y?)- Indeks a numeruje kolejne wartosci i odpowiadajace
im wektory wlasne macierzy zaburzenia. Macierz zaburzenia ma co najwyzej g, roéznych
wartosci wlasnych. Jesli jedna (lub wiecej) wartosci whasnych p, ma krotnosé wieksza od
jednosci, to indeks a ma zakres mniejszy niz gy.
3. Poréwnujac zagadnienie wlasne (19.87) z réwnaniami (19.85) dokonujemy reinterpretacji
wynikéw. Wartosci wlasne p, macierzy zaburzenia utozsamiamy z poprawkami pierwszego
rzedu do energii:

ED = 4. (19.88)

na

Natomiast wektory wlasne interpretujemy jako wspotczynniki rozktadu (19.73):
(€7, &7, &) = (Cur, Cuon - Cig) (19.59)

dla kolejnych (numerowanych indeksem a) zerowych przyblizen | qb?(?a) ) zaburzonych stanéow
wlasnych pelnego hamiltonianu. Utworzona kombinacje (19.73) trzeba (o ile to mozliwe)
unormowac.

4. Zalézmy, ze warto$é wlasna p, = Eq(lla) macierzy zaburzenia jest niezdegenerowana. Wow-
czas mamy dobrze okre$long poprawke do energii niezaburzone;j Eq(lo). Poziom pierwotnie
zdegenerowany zostal rozszczepiony i podpoziom o energii E,, = ET(lO) + E(a) jest juz
niezdegenerowany. Sytuacja ta jest schematycznie przedstawiona na rysunku. Jednorodny
uklad rownan (19.87) ma znikajacy wyznacznik, zas ze wzgledu na to, ze warto$¢ wtasna
jest jednokrotna, tylko jedno sposréd réwnan uktadu jest zalezne liniowo od pozostatych.
Mozemy wiec obliczy¢ g, — 1 wspolczynnikow {Z(a) = Cg; w zaleznosci od pozostatego. Ten
ostatni wspoétczynnik wyznaczamy z warunku normalizacji wektora stanu \wq(zoa)> danego
jako kombinacja liniowa | ¢§3.2 ) = 39", Cui| ¢l ). Tak wige przyblizenie zerowego rzedu dla

wektora stanu jest w tym przypadku wyznaczone jednoznacznie.
Dokonujemy tu jeszcze jednego kroku interpretacyjnego. W zasadzie stan \(bna ) (zgodnie

z relacja (19.74)) jest stanem wlasnym hamiltonianu niezaburzonego. Reinterpretujemy

jednak \¢£§2 ) jako przyblizenie zerowego rzedu dla stanu wtasnego hamiltonianu pelnego
(0) (1)

(z zaburzeniem) odpowiadajacego energii F,, = Ep”’ + Enq . rzedu.
5. Jedli jednak warto$é wtasna p, = 7(1161) zagadnienia (19.87) ma krotnos¢ wieksza niz 1,
(0)

krotnos¢ degeneracji g, jest rowna krotnosci wartosci wlasnej. W tym wypadku nie mozna

woéwczas podpoziom o energii F,, = Ep E(a) jest nadal zdegenerowany, przy czym

jednoznacznie wyznaczy¢ wektoréw wtasnych macierzy zaburzenia. Nie mozna wiec jedno-
znacznie wyznaczy¢ rozktadow typu (19.73).
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Ena = ET(LO) + E?S}l)

Rl gn )
// |¢$33)=210m|s02)
1=

EO
| on) \\\\ Inne podpoziomy
1=1,2,...,9n zaburzone

Rys. 19.2: Tlustracja do pierwszego rzedu rachunku zaburzen z degeneracja. Pod-

poziom zaburzony o energii F,, = Ey(LO) + Er(lla) jest niezdegenerowany. Przypisujemy
. , (0) .

mu (w zerowym rzedzie rachunku zaburzeri) stan | ¢nq ). Inne podpoziomy zaburzone

odpowiadajgce innym warto$ciom wlasnym macierzy zaburzenia sa zaznaczone sche-

matycznie, moga one by¢ takze rozszczepione i lezeé¢ ponizej lub powyzej podpoziomu

o energii Fpq.

19.3.4 Poprawki pierwszego rzedu do wektoréw stanu

Postugiwanie sie rachunkiem zaburzen dla stanéw zdegenerowanych jest niestety pracochlonne,
chodzi tu szczegblnie o rozwiazanie zagadnienia wlasnego dla macierzy zaburzenia. Dlatego tez,
w praktycznych obliczeniach na ogél poprzestajemy na znalezieniu poprawek Ega) pierwszego
rzedu dla energii i zerowego rzedu \qﬁg ) dla wektorow stanu. Mimo to jednak przedstawimy w
skrécie sposéb obliczania poprawek pierwszego rzedu do wektora stanu. Nie zawsze to mozna
zrobi¢, bo zaburzenie nie musi usuna¢ degeneracji.

Zalozymy, ze zaburzenie catkowicie usuwa degeneracje. Na podstawie wyzej opisanej proce-
dury diagonalizacji macierzy zaburzenia znamy juz g, réznych poprawek do energii: Enla, (a =
1,2,...,9n). W zerowym rzedzie mamy roéwniez g, réznych kombinacji liniowych ]d)g&)) =

In . Cai | ¢) dla odpowiednich wektoréw stanu.
Przystepujemy do konstrukeji poprawek pierwszego rzedu do wektoréw stanu. Podobnie jak

w przypadku niezdegenerowanym szukamy | qbglz) ) W postaci

gm . .
[0 ) = D> lom )@ 653, (19.90)
m =1

co wynika z relacji zupetnosci (19.7) dla stanéw niezaburzonych. Problem sprowadza sie do
wyznaczenia wspotczynnikow ( ¢f | qbq(lla) ). Aby je znalez¢ wrocimy do réwnania (19.77b). Zanim
to jednak zrobimy, zauwazmy, ze rozktad (19.90) nie moze zawiera¢ po prawej sktadnika, w
ktorym m = n. Istotnie, wektor ]¢£&)> jest kombinacja liniows stanow | !, ). Poprawka ]gbga)>
jest (zgodnie z (19.76)) ortogonalna do | ¢§?a ), wiec nie moze zawiera¢ przyczynkow rownolegtych

do | (;553,) ), czyli nie moze zawiera¢ wektorow | ¢?, ). A wiec w konsekwencji, zamiast (19.90) mamy

gm . .
(64 ) = D2 D 1ok ) (wm |65, (19.91)
m#n i=1

m |

Przechodzimy do dyskusji rownania (19.77b), ktore mnozymy lewostronnie przez bra (!,

przy m # n i otrzymujemy

(¢ [(Ho— ED) o)y = — (o |(W — W) o)), (19.92)
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Poniewaz (¢, |Hg = EY (i | wiec
(ER = ED) (@l 65d) = — (e W I8) + ef)( el [65)- (19.93)

Zauwazmy, ze gdyby bylo m = n, to oba czynniki po lewej sie zeruja, natomiast po prawej
odtworzy sie zagadnienie wlasne dla macierzy zaburzenia. Sytuacja, w ktérej m # n wnosi
(0)

nowe informacje. Ostatni iloczyn skalarny znika, bo | ¢na ) jako kombinacja stanow |l ) jest
ortogonalny do wektorow |’ 4n ). W swietle powyzszych uwag z (19.93) mamy

(i | W ] $h)
EY -EY

Relacji tych jest tyle, ile jest mozliwych wartodci indeksu a. Poniewaz przyjeliémy, ze degene-

(Phl60)) = (19.94)

racja jest catkowicie usunieta wiec mamy g, rownan typu (19.94). Obliczywszy wspotczynniki,
konstruujemy g, poprawek pierwszego rzedu do wektora stanu. Wstawiamy (19.94) do wzoru
(19.91) i otrzymujemy

ZZ | P W’”’WW ) (19.95)

m#n i=1 E(O EELO)

gdzie wystepuja znane juz przyblizenia zerowe |¢£3,)> do wektora stanu. Wreszcie mnozac obie
strony prze parametr A otrzymamy koncowe wyrazenie dla poprawki pierwszego rzedu do wektora
stanu

LV )
o5 ) == > Z |h) e L (19.96)
m#n i=1 En’ — En
Podkreslmy, ze formuta ta jest stosowalna tylko wtedy, gdy zaburzenie usuwa degeneracje juz w
pierwszym rzedzie, gdy wszystkie wartosci wlasne macierzy zburzenia sg rézne.

19.3.5 Rachunek zaburzen z degeneracja — podsumowanie

Zasadniczy problem rachunku zaburzen dla g,-krotnie zdegenerowanego stanu o energii EY(LO)

polega na koniecznosci szukania rozwinieé¢ typu (19.73), tj
|¢7(1(2> = i": Cui |g0il ) przy czym i": ‘Cai|2 = 1. (19.97)
— —
W praktyce problem sprowadza sie do rozwiazania zag;dnienia wlasnego dla macierzy zaburzenia
fj Vi3 Coj = ER) Caiy gdzie Vi = (b VIeh). (19.98)

Wartosci wlasne tej macierzy (numerowane indeksem a) to poprawki pierwszego rzedu do ener-
gii. Wektory wtasne za§ tworzg dla kolejnych a zbiory wspotczynnikéw C,; w kombinacjach
(19.97). Krotnosci wartosci wlasnych okreslaja, czy zaburzenie usuwa degeneracje czy tez nie.
Jesli wartosé wlasna Eq(lla) jest jednokrotna, to wyznacza ona podpoziom niezdegenerowany o ener-
gii By, = Eq(lo) + Eq(lla) Dla podpoziomu tego mozna jednoznacznie wyznaczy¢ rozktad (19.97).

Jedli inna warto$é wlasna ES)) jest gp-krotna, to podpoziom o energii F,;, = E( )—f—E( b) pozostaje
zdegenerowany gp-krotnie i nie mozna dlan znalez¢ jednoznacznego rozktadu (19.97). Z tego po-
wodu, w praktyce zwykle poprzestajemy na zbadaniu zagadnienia wtasnego macierzy zaburzenia

i wnioskoéw plynacych z jego rozwiazania.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k% ok ok ok % ok ok X
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